
خدا نام به

خطی جبر و ماتریس�ها مبانی میان�ترم امتحان

(١٣٩٢ آذر (دوم

کنید حل را زیر معادله�ی دستگاه .١

x۱ + x۲ + ۲x۳ + ۲x۴ + x۵ = ۱

۲x۱ + ۴x۲ + ۴x۳ + ۴x۴ + ۳x۵ = ۱

۲x۱ + ۲x۲ + ۴x۳ + ۴x۴ + ۲x۵ = ۲

۳x۱ + ۵x۲ + ۸x۳ + ۶x۴ + ۵x۵ = ۳

دهید نشان .٢

باشد داشته وجود P خودتوان ماتریس اگر تنها و اگر است خودش وارون U ماتریس (الف)

.U = I − ۲P که

و است وارون�پذیر I − aP ماتریس ،a ̸= ۱ هر و P خودتوان ماتریس هر ازای به (ب)

(I − aP )−۱ = I − a

a− ۱
P.

مختصات و است R۳ برای پایه�ای {(−۱,۱,۱), (۱,−۱,۱), (۱,۱,−۱)} دهید نشان .٣

بیابید. پایه این به نسبت را X = (a, b, c) بردار

اگر باشد. F میدان روی مولد k و متناهی تولید با برداری فضای یک V کنید فرض .۴

بردارهای آن�گاه باشد، V در خطی مستقل زیرمجموعه�ی یک Xr = {v۱, . . . , vr}

است. V برای پایه یک {v۱, . . . , vn} که دارند وجود vr+۱, . . . , vn ∈ V

شود تولید زیر بردارهای توسط آن جواب فضای که بیابید همگن خطی معادله�ی دستگاه یک .۵

X۱ = (۱,۴, ۰,۹), X۲ = (۳,۴,−۲,۵), X۳ = (−۱, ۰,۱,۲) ∈ R۴.

باشید موفق

دقیقه ٩٠ وقت:

دارد نمره ١۴ سوال هر

نمره) ٢٠٠ (از نمره ٧٠ امتحان: ارزش



خدا نام به

کاربردی خطی جبر ترم پایان امتحان

(١٣٨٩ ماه دی ١٨)

باشد شده تعریف زیر ضابطه�ی با T : R۳ −→ R۳ خطی تبدیل کنید فرض .١

T (x, y, z) = (۳x+ ۲y − ۲z, x+ ۲y − z, x+ y).

،v۲ = (۱, ۰,۱) ،v۱ = (۱,۱, ۰) آن در که بیابید، {v۱, v۲, v۳} پایه�ی به نسبت را T ماتریس (آ)

.v۳ = (۰,۱,۱) و

بیابید. آن�را وارون و است وارون�پذیر T دهید نشان (ب)

.A =

 −۷ ۱۰

−۵ ۸

 هرگاه کنید، محاسبه را An .٢

آن در که باشد، مثلثی P−۱AP که بیابید را P وارون�پذیر ماتریس .٣

A =



۱ ۱ −۱ ۰

−۱ ۳ ۱ −۱

۰ ۰ ۱ ۱

۰ ۰ −۱ ۳



باشد. ژردان صورت به P−۱AP که بیابید را P وارون�پذیر ماتریس ،A =


−۵ ۳ ۱

−۴ ۲ ۱

−۴ ۳ ۰

 اگر .۴

متناهیا برداری فضاهای U Wو ،V آن در که ،T ∈ Hom(W,U) و S ∈ Hom(V,W ) کنید فرض .۵

کنید: ثابت .dimW = m و dimV = n و هستند F میدان روی شده تولید

max{۰, rank(T ) + rank(S)−m} ≤ rank(TS) ≤ min{rank(T ), rank(S)}

بیابید. R۴ در زیر بردارهای مجموعه�ی توسط شده تولید فضای برای یکه متعامد پایه�ی یک .۶

{(۱,۱, ۰,۱), (۱, ۰,۲,۱), (۱,۲,−۲,۱), (۱,۱,−۳,۱)}

S ∈ پوشای خطی تبدیل کنید ثابت .rank(T ) = r و T ∈ Hom(F n, F n) کنید فرض .٧

.T = RS که دارد وجود R ∈ Hom(F r, F n) یک به یک خطی تبدیل و Hom(F n, F r)

باشید موفق

دقیقه ١٢٠ وقت:

نمره) ٢٠٠ (از نمره ١۴٠ امتحان: ارزش



خدا نام به

کاربردی خطی جبر ترم میان امتحان

(١٣٨٩ ماه آبان ٢٢)

کنید حل را زیر معادله�ی دستگاه .١
x۱ + ۲x۲ + ۲x۳ + ۳x۴ = ۴

۲x۱ + ۴x۲ + x۳ + ۳x۴ = ۵

۳x۱ + ۶x۲ + x۳ + ۴x۴ = ۷

نمره) ١۵)

کنید فرض .٢

U = spann{(۱,۳,−۲,۲,۳), (۱,۴,−۳,۴,۲), (۲,۳,−۱,−۲,۹)}

W = spann{(۱,۳, ۰,۲,۱), (۱,۵,−۶,۶,۳), (۲,۵,۳,۲,۱)}

بیابید. U ∩W و ،U +W ،W ،U برای پایه�هایی باشند. R۵ زیرفضاهای

نمره) ٢٠)

کنید فرض .٣

A =


۱ ۰ ۱ −۱

۱ −۱ ۱ −۱

۱ ۳ ۱ −۱

 .

و پلکانی سطری یافته�ی تحویل ماتریس PAQ که بیابید طوری را Q و P وارون�پذیر ماتریس�های

باشد. پلکانی ستونی

نمره) ٢٠)

دهید نشان .Ak = ۰ و A ∈ Mn(R) کنید فرض .۴

است. وارون�پذیر aI + bA ماتریس ،a ̸= ۰ آن در که ،a, b ∈ R هر ازای به (ب)

در که ،a۰, a۱, . . . , ak−۱ ∈ R هر ازای به ،a۰I + a۱A+ a۲A
۲ + · · ·+ ak−۱A

k−۱ ماتریس (پ)

است. وارون�پذیر ،a۰ ̸= ۰ آن

نمره) ١۵)

باشید موفق

دقیقه ٩٠ وقت:

نمره) ٢٠٠ (از نمره ٧٠ امتحان: ارزش



 
 

 نمونه سوال میان ترم
  
   

  بیابید  R4ای برای فضای تولید شده توسط بردارهای زیردر پایه. ١
  

{1,-1,1,1}, {1,-3,1,1},{2,3,-1,2},{-4,-13,5,-4}  
 

  
  را در نظر بگیرید R4ی زیر از دو پایه. ٢
  

B1={(1,1,0), (-1,1,0), (0,1,2)},             B2={(2,1,0), (0,1,0), (-1,1,1)} 
 

  .را بیابید B1به  B2از   P-1به علاوه ماتریس . را بیابید B2ی به پایه B1ی از پایه Pی ماتریس تبدیل پایه 
  

  
  دستگاه  زیر دارای جواب است  aبه  ازای چه مقدار . ٣

  











=−+
−=+−

=++
=++−

52
32
4
453

zyx
zx
zyx

azyx

  

  
   
ی وابسته w1 ،... ،wmان دهید نش m>nباشند که  Vبردارهایی در  w1 ،... ،wmو  V=Span{v1,…,vn}اگر  .۴

  . خطی هستند

  

 
 



 نمونه سوال میان ترم
 
 

  
  .بیابید) در صورت وجود(وارون ماتریس زیر را  -١

















987
654
321

  

  
  . ی زیر را حل کنید دستگاه معادله -٢
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842
3
132
2642
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zx
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xyx

  

  
  بیابید  R4ای برای فضای تولید شده توسط بردارهای زیردر پایه - ٣

{1,-1,1,1}, {1,-3,1,1},{2,3,-1,2},{-4,-13,5,-4}  
  
  
01و    kA=0باشد به طوری که   n×nیک ماتریس   Aفرض کنید -۴ ≠−kA که در آن ،k عـدد صـحیح مثبـت اسـت  .

110 نشان دهید به ازای هر اسکالر  ,,, −kaaa   00که ≠a  1ماتریس
110

−
−+++ k
k AaAaIa  پذیر است وارون .  

  
  
},,,{ اگر . باشد  F  مولد روی میدان k  یک فضای برداری متناهیاً تولید شده با  V  فرض کنید - ۵ 21 rr vvvX = ی  یک زیرمجموعه

Vvvv گاه بردارهای  باشد، آن  V مستقل خطی در  nrr ∈++ ,,, 21  د دارند کهوجو},,,{ 21 nvvv    ..است  V یک پایه برای   
  

  
 
 
 
 
 
 
 
  
  
  



 
 

 ترم پایاننمونه سوال 
 
 
 

:22فرض کنید -١ RRT ی را در پایه Tماتریس . T(-1,2)=(4,1)و   T(2,6)=(1,7)تبدیل خطی باشد به طوری که  →
  . استاندارد بیابید

  )نمره ٢۵(  
WVTاگر . ∞ > dim Wباشند و  Fفضاهای برداری روی میدان  Wو   Vفرض کنید  -٢ تبدیل خطی یک به یک  :→

  باشد، نشان دهید 
  . ∞ > dim V) الف(
VWTتبدیل خطی )  ب(   . ST=Iوجود دارد که  :→

  )نمره ٢۵( 

  . ماتریس حقیقی زیر باشد  Aفرض کنید  -٣
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=

463
241
665

A  

APPطوری بیابید که ) در صورت وجود(را  Pپذیر  ماتریس وارون. را بیابید Aی مقادیر ویژه   .ماتریس قطری باشد −1
  )نمره ٢۵( 
  . ماتریس حقیقی زیر باشد   Aفرض کنید  -۴
















−=

232
222
010

A  

  . چنین ماتریس تبدیل پایه را بیابیدو هم Aبالا مثلثی مشابه با توان است و ماتریس یک ماتریس پوچ  Aنشان دهید 
  )نمره ٢۵( 
VVTثابت کنید تبدیل خطی  - ۵ به  Tنیمال ای میای اگر چندجملهقطری شدنی است اگر و تنها اگر چندجمله :→

  صورت 
)())(()( 21 sxxxxm ααα −−−=   باشد، که در آنiαها اسکالرهای متمایز هستند .  
  )نمره ٢۵( 
nنشان دهید تبدیل خطی . باشد)  یک میدان nF )Fبردار ثابت ناصفری در  aفرض کنید  - ۶

n FFMatT با  :)(→
AaTAی ضابطه   . پوشا است =

  )نمره ٢۵( 

 
  



  

 ترم پایانل نمونه سوا
  
 
 

 )نمره ٢۵نمره سوالات یکسان است (به پنج سوال از شش سوال زیر جواب دهید 
  

 . ی رتبه را بیان و ثابت کنید ی پوچی به علاوه قضیه -١
  
  

APPرا بیابید که  Pپذیر  قطری شدنی است و ماتریس وارون Aنشان دهید ماتریس  -٢ قطری باشـد، کـه  −1
 در آن  
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A  

  

BAPPرا بیابید که  Pپذیر  و ماتریس وارون Bماتریس بالا مثلثی -٣  ، که در آن  1−=
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JAPPرا بیابید که  Pپذیر  ماتریس وارون -۴   است و ماتریس ژردان   J، که در آن 1−=

















−−
−−=
104
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A 

  

  

:33ماتریس تبدیل خطی  - ۵ RRT ),,()2,223,(ی  با ضابطه → yxzyxzyxzyxT را نسبت به  =+−+−+
},,{ی  پایه 321 vvv 1)1,1,0(، که در آن بیابید =v ،)1,0,1(2 =v ،)0,1,1(3 =v .  

  

  
WVTفرض کنید  - ۶ یک تبدیل خطی پوشا باشد، که در آن و فضاهای برداری متناهیاً تولید شده  :→

VWSنشان دهید تبدیل خطی . هستند WidTSوجود دارد که  :→ =.  
    

  
 
 
 
 
  



 ترم پایانو   میان ترمنمونه سوال 
  

  

فرض کنید  -١







−

=
01
11

A آنگاه ثابت کنید ،IAA −=  .را بیابید 100Aو  22

  )نمره ٩(
  

  ژردان حل کنید-ی زیر را به روش خذفی گاوسدستگاه معادله -٢
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  )نمره ١٠(
  
  . det(A)=0ی خطی باشند، ثابت کنید وابسته Aاگر سطرهای یک ماتریس  -٣
  
  )نمره ٩(
  
  وارون ماتریس زیر را بیابید -۴

















− 211
112
432

  

  )نمره ٩(
  
VVTاگر  - ۵   λ –یا  λید حداقل یکی از مقادیر باشد، آنگاه ثابت کن λ2دارای مقدار ویژه  T2تبدیل خطی باشد باشد  :→

  . توان گفتچه می λ=0در حالت .  است Tای برای مقدار ویژه
  
  )نمره ٩(
  
از تبدیل خطی   λ 1،  λ 2  ،.... ،λ kی متمایز متناظر مقادیر ویژه بردارهای ویژه u1،  u2  ،.... ،ukفرض کنید  - ۶
VVT   . مستقل خطی هستند u1،  u2  ،.... ،ukثابت کنید . باشند :→
  )نمره ١٠(
  
  . یکسان هستند BAو  ABی پذیر باشد، ثابت کنید که مقادیر ویژهوارون Aماتریسهای مربع بوده و  Bو  Aاگر  - ٧
  )نمره ٩(
  
  

  


