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١ ف��ص��ل

اس��اس��ی ن��ت��ای��ج

ی��ک ϕ : V (G) −→ V (H) و ب��اش��ن��د س��اده گ��راف�ه��ای H و G ک��ن��ی��د ف��رض ١.١ ت��م��ری��ن
�ان �ش� ن� �ی �ال� �ث� م� �ا ب� .ϕ(u)ϕ(v) ∈ E(H) �د ده� �ه �ج� �ی� �ت� ن� uv ∈ E(G) �ه ک� �د �اش� ب� �ی �وی� دوس� �ع �اب� ت�

ن��ب��اش��د. H ب��ه G از ی��خ��ت��ی ی��ک�ر اس��ت م��م��ک��ن ϕ ک��ه ده��ی��د

ب��ا ϕ : V (G) −→ V (H) ت��اب��ع ب��گ��ی��ری��د. ن��ظ��ر در را زی��ر ش��ک��ل در H و G گ��راف�ه��ای ح��ل
ن��ی��س��ت. ی��ک��ری��خ��ت��ی ول��ی اس��ت ن��ظ��ر م��ورد خ��اص��ی��ت دارای ϕ(ui) = vi ض��اب��ط��ه�ی

ب��ی��اب��ی��د. را زی��ر س��اده گ��راف م��ک��م��ل ١.٢ ت��م��ری��ن

١



٢ ط��ائ��ری ب��ی��ژن دک��ت��ر گ��راف) ن��ظ��ری��ه ی��ک(ک��ت��ابدرس��ی ف��ص��ل ت��م��ری��ن�ه��ای

و �ن �ی� �ه�چ� �ط� �ق� ن� �ا ب� �راف گ� �ای �ال�ه� ی� �ت. اس� �ده ش� داده �ان �ش� ن� �ر زی� �ل �ک� ش� در �راف گ� �ل �م� �ک� م� ح��ل
ش��ده�ان��د. ن��ش��ان س��ی��اه خ��ط��وط ب��ا آن م��ک��م��ل گ��راف ی��ال�ه��ای

ه��س��ت��ن��د. ی��ک��ری��خ��ت زی��ر گ��راف دو ده��ی��د ن��ش��ان م��س��ال��ه ی��ک

داده زی��ر ش��ک��ل در گ��راف) دو ب��ی��ن ی��ک��ری��خ��ت��ی و (ب��ن��اب��رای��ن ،ej 7→ ij راس�ه��ا ب��ی��ن ت��ن��اظ��ر ح��ل
اس��ت. ش��ده

ه��ر درج��ه�ی آن�گ��اه ب��اش��ن��د، ی��ک�ری��خ��ت گ��راف�ه��ای H و G گ��ر ا ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان ١.٣ ت��م��ری��ن
اس��ت. ی��ک��س��ان H و G راس�ه��ای از م��ت��ن��اظ��ر زوج

�ان �ش� ن� �د �ای� ب� .v ∈ V (G) و �د �اش� ب� �ی �ت� �خ� �ری� �ک� ی� f : V (G) −→ V (H) �ه ک� �د �ی� �ن� ک� ف��رض ح��ل
�ی �ن� �ع� ی� �د، �اش� ب� G در v �ا ب� �اور �ج� م� راس �ک ی� u �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .dG(v) = dH(f(v)) �م �ی� ده�



٣ ط��ائ��ری ب��ی��ژن دک��ت��ر گ��راف) ن��ظ��ری��ه ی��ک(ک��ت��ابدرس��ی ف��ص��ل ت��م��ری��ن�ه��ای

�اور �ج� م� f(u) �ی �ن� �ع� ی� ،f(u)f(v) ∈ E(H) �م ی� دار �ت اس� �ی �ت� �خ� �ری� �ک� ی� f �ون چ� .uv ∈ E(G)

�اور �ج� م� راس �ک ی� w �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ون �ن� ک� ا .dG(v) ≤ dH(f(v)) �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� f(v) �ا ب�
.w = f(u) �ه ک� دارد �ود وج� u ∈ V (G) پ��س �ت، اس� �ا �وش� پ� f �ون چ� �د، �اش� ب� H در f(v) �ا ب�
.uv ∈ E(G) �م ی� دار ،wf(v) = f(u)f(v) ∈ E(H) و �ت اس� �ی �ت� �خ� �ری� �ک� ی� f �ون چ� �ون �ن� ک� ا

.dH(f(v)) ≤ dG(v) ن��ت��ی��ج��ه در

�دد ع� r و �راف، گ� ی��ک �ه�ی درج� �ه�ی �ال� �ب� دن� d = (d۱, d۲, . . . , dn) �ی��د �ن� ک� ف��رض ٢.٣ ت��م��ری��ن
اس��ت. زوج

∑n
i=۱ d

r
i ده��ی��د ن��ش��ان ب��اش��د. دل�خ��واه��ی م��ث��ب��ت ص��ح��ی��ح

ف��رض اس��ت. زوج ع��ددی ف��رد درج��ه�ی راس�ه��ای ت��ع��داد ک��ه (١.٣.۶ �ی��ج��ه�ی �ت� (ن� �ی��م م��ی�دان� ح��ل
ks ،. . . ،k۲ ،k۱ و �د �ن� �ت� �س� ه� �رد ف� �ه ک� �د �ن� �اش� ب� G �ای راس�ه� �ه�ی درج� c۲t ،. . . ،c۲ ،c۱ �د �ی� �ن� ک�
و ه��س��ت��ن��د ف��رد cr۲t ،. . . ،cr۲ ،cr۱ ص��ورت ای��ن در ه��س��ت��ن��د. زوج ک��ه ب��اش��ن��د G راس�ه��ای درج��ه�ی
زوج �ردو ه� kr

۱ + · · · + kr
s و cr۱ + · · · + cr۲t �ن�رو ای� از �د. �ن� �ت� �س� ه� زوج kr

s ،. . . ،kr
۲ ،kr

۱

ن��ت��ی��ج��ه در ه��س��ت��ن��د.
n∑

i=۱

dri =
۲t∑
i=۱

cri +
s∑

i=۱

kr
i

اس��ت. زوج ع��ددی

�ی �ف� �ن� �ام� ن� �ح �ی� �ح� ص� �داد اع� از �ی �واه� دل�خ� �ه�ی �ال� �ب� دن� d = (d۱, d۲, . . . , dn) �ر گ� ا ٣.٣ ت��م��ری��ن
d درج��ه�ی دن��ب��ال��ه�ی ب��ا س��اده) ل��زوم��اً (ن��ه گ��راف ی��ک ده��ی��د ن��ش��ان اس��ت، زوج

∑n
i=۱ di ک��ه ب��اش��د

دارد. وج��ود

ت��ع��داد پ��س اس��ت زوج ع��ددی
∑n

i=۱ di ،(١.٣.۴ (ق��ض��ی��ه�ی اوی��ل��ر ق��ض��ی��ه�ی ط��ب��ق چ��ون، ح��ل
در �رد ف� �داد اع� c۲t ،. . . ،c۲ ،c۱ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ت. اس� زوج �ددی ع� �د، �ن� �ت� �س� ه� �رد ف� �ه ک� �ی �ای� diه�
�ه ب� را G �راف گ� �د. �ن� �اش� ب� {d۱, . . . , dn} در زوج �داد اع� ks ،. . . ،k۲ ،k۱ و {d۱, . . . , dn}

م��ی�س��ازی��م. زی��ر ص��ورت
م��ی�گ��ی��ری��م. ن��ظ��ر در ط��وق��ه ci

۲
ب��ا راس ی��ک ci ه��ر م��ت��ن��اظ��ر (آ)

م��ی�گ��ی��ری��م. ن��ظ��ر در ط��وق��ه ki − ۱

۲
ب��ا راس ی��ک ki ه��ر م��ت��ن��اظ��ر (ب)



۴ ط��ائ��ری ب��ی��ژن دک��ت��ر گ��راف) ن��ظ��ری��ه ی��ک(ک��ت��ابدرس��ی ف��ص��ل ت��م��ری��ن�ه��ای

م��ی�ک��ن��ی��م. اض��اف��ه را v۲s−۱v۲s ،. . . ،v۲v۳ ،v۱v۲ ی��ال�ه��ای (پ)

�ه�ی درج� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �اش� ب� �ال ی� m و راس n �ا ب� �راف گ� ی��ک G �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ٣.۴ ت��م��ری��ن
�ر �راب� ب� G در k �ه�ی درج� �ای راس�ه� �داد �ع� ت� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� �د. �اش� ب� k + ۱ �ا ی� k �ر �راب� ب� G راس �ر ه�

.(k + ۱)n− ۲m ب��ا اس��ت

از راس r دارای G ک��ن��ی��د ف��رض ب��اش��د. G درج��ه�ی دن��ب��ال��ه�ی (d۱, . . . , dn) ک��ن��ی��د ف��رض ح��ل
ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. k + ۱ درج��ه�ی از راس s و k درج��ه�ی

۲m =
n∑

i=۱

di

=
r∑

i=۱

dk +
s∑

i=۱

(k + ۱)

= rk + s(k + ۱)

= (r + s)k + s

= nk + s.

ن��ت��ی��ج��ه در و s = ۲m− nk ب��ن��اب��رای��ن
r = n− s = n− (۲m− nk) = n(k + ۱)− ۲m.

�ری��ک �ت� م� �ک ی� �د ش� �ف �ری� �ع� ت� (١۶ �ه�ی �ح� �ف� (ص� �الا ب� در �ه ک� d �ع �اب� ت� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ت �اب� ث� ۴.١ ت��م��ری��ن
اس��ت. V (G) روی

ب��اش��د، ن��داش��ت��ه وج��ود م��س��ی��ری u− v ه��ی��چ گ��ر ا ب��اش��ن��د. راس دو v و u ک��ن��ی��د ف��رض (١) ح��ل
�ه �ت� داش� �ود وج� �ر �ی� �س� م� u− v ی��ک �د �ی� �ن� ک� ف��رض پ��س .d(u, v) = ∞ > ۰ �ری��ف �ع� ت� �ق �ب� ط� �اه آن�گ�
م��ج��اور v و u ب��گ��وی��ی��م ای��ن��ک��ه ب��رای اوق��ات (گ��اه��ی u = x۰ ∼ x۱ ∼ · · · ∼ xk = v و ب��اش��د
و u ب��ی��ن k ط��ول ب��ه م��س��ی��ر ک��وت��اه�ت��ری��ن ی��ک (u ∼ v م��ی�ن��وی��س��ی��م ،uv ∈ E(G) ی��ع��ن��ی ه��س��ت��ن��د،
k = ۰ �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت� .d(u, v) = k ≥ ۰ �م ی� دار �ری��ف �ع� ت� �ق �ب� ط� �دداً �ج� م� پ��س �د. �اش� ب� �ود وج� v

.u = v گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا d(u, v) = ۰ ب��ن��اب��رای��ن ،u = v گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا
�د، �اش� ب� �ه �ت� �داش� ن� �ود وج� �ری �ی� �س� م� u − v �چ �ی� ه� �ر گ� ا �د. �ن� �اش� ب� راس دو v و u �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (٢)



۵ ط��ائ��ری ب��ی��ژن دک��ت��ر گ��راف) ن��ظ��ری��ه ی��ک(ک��ت��ابدرس��ی ف��ص��ل ت��م��ری��ن�ه��ای

پ��س .d(u, v) = ∞ = d(v, u) �ن �رای� �اب� �ن� ب� و �دارد ن� �ود وج� �ز �ی� ن� �ری �ی� �س� م� v − u �چ �ی� ه� �اه آن�گ�
u = x۰ ∼ x۱ ∼ · · · ∼ xk = v و �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� �ر �ی� �س� م� u − v �ک ی� �د �ی� �ن� ک� �رض ف�
�ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� �ود وج� v و u �ن �ی� ب� k �ول ط� �ه ب� �ر �ی� �س� م� �ن �ری� �اه�ت� �وت� ک� �ک ی�
�ود وج� u و v �ن �ی� ب� k �ول ط� �ه ب� �ر �ی� �س� م� �ن �ری� �اه�ت� �وت� ک� �ک ی� v = xk ∼ xk−۱ ∼ · · · ∼ x۰ = u

.d(u, v) = k = d(v, u) ای��ن�رو از ب��اش��د.
آن�گ��اه ،d(w, v) = ∞ ی��ا d(u,w) = ∞ گ��ر ا ب��اش��ن��د. راس دو w و v ، u ک��ن��ی��د ف��رض (٢)

d(u, v) < ∞ = d(u,w) + d(w, v).

�ک ی� �ورت ص� �ن ای� در .d(w, v) = t < ∞ �ا ی� d(u,w) = k < ∞ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �س پ�
�ک ی� و w؛ و u �ن �ی� ب� k �ول ط� �ه ب� u = x۰ ∼ x۱ ∼ · · · ∼ xk = w �ر �ی� �س� م� �ن �ری� �اه�ت� �وت� ک�
�د. دارن� �ود وج� v و w �ن �ی� ب� k �ول ط� �ه ب� w = y۰ ∼ y۱ ∼ · · · ∼ yt = v �ر �ی� �س� م� �ن �ری� �اه�ت� �وت� ک�
ی��ک u = x۰ ∼ x۱ ∼ · · · ∼ xk = wy۰ ∼ y۱ ∼ · · · ∼ yt = v گ��ش��ت ص��ورت ای��ن در
گ��ش��ت از وج��ود) ص��ورت (در ت��ک��راری راس�ه��ای و ی��ال�ه��ا ح��ذف ب��ا اس��ت. v و u �ی��ن ب� گ��ش��ت
ای��ن�رو از (چ��را؟). ب��ی��اب��ی��م k + t م��س��اوی ی��ا ک��م��ت��ر ط��ول ب��ا م��س��ی��ر u− v ی��ک م��ی�ت��وان��ی��م ب��الا

d(u, v) ≤ k + t = d(u,w) + d(w, v).

اس��ت. V (G) روی م��ت��ری��ک ی��ک d ت��اب��ع ن��ت��ی��ج��ه در

ن��ب��اش��د. دور ک��ه ب��ی��اب��ی��د ۷ ط��ول ب��ه ب��س��ت��ه گ��ذر ی��ک زی��ر، گ��راف در ۴.٢ ت��م��ری��ن
1

2

3

45

6

7

۶ راس از ک��ه �ی��ری��د، ب��گ� ن��ظ��ر در را ۶ ∼ ۵ ∼ ۴ ∼ ۳ ∼ ۶ ∼ ۲ ∼ ۷ ∼ ۶ گ��ذر ث��لا� م� ح��ل
م��ی�ک��ن��د. ع��ب��ور ب��ار دو



۶ ط��ائ��ری ب��ی��ژن دک��ت��ر گ��راف) ن��ظ��ری��ه ی��ک(ک��ت��ابدرس��ی ف��ص��ل ت��م��ری��ن�ه��ای

ب��زن��ی��د. δ ≥ n−۱
۲ ب��ا ن��اه��م��ب��ن��د غ��ی��رس��اده�ی گ��راف ی��ک از م��ث��ال��ی ۴.٣ ت��م��ری��ن

م��ث��لا ب��گ��ی��ری��د، ن��ظ��ر در را آن روی� ط��وق��ه�ای ب��ا دور از خ��ارج راس ی��ک ه��م��راه ب��ه دور ی��ک ح��ل
.E(G) = {v۱v۲, v۲v۳, v۳v۱, v۴v۴} و V (G) = {v۱, v۲, v۳, v۴}

�راف گ� �ک ی� �رای ب� δ ≥ n−۲
۲ �رط� ش� �ه ک� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� �ال �ث� م� �ک ی� از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� ۴.۴ ت��م��ری��ن

ن��م��ی�ده��د. ن��ت��ی��ج��ه را ه��م��ب��ن��دی س��اده

ب��گ��ی��ری��د. ن��ظ��ر در را م��ج��زا ی��ال دو از م��ت��ش��ک��ل G گ��راف ح��ل

ن��ف��ر س��ه ی��ا آش��ن��ا دو ب��ه دو ن��ف��ر س��ه ب��ای��د ن��ف��ره ش��ش گ��روه ی��ک در ک��ه ک��ن��ی��د ث��اب��ت ۴.۵ ت��م��ری��ن
ب��اش��ن��د. داش��ت��ه وج��ود ن��اآش��ن��ا دو ب��ه دو

دو �د. �اش� ب� �ص �خ� ش� �ک ی� �ر �اظ� �ن� �ت� م� راس �ر ه� �ه ک� �م �ری� �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در راس ۶ �ا ب� �راف گ� �ک ی� ح��ل
راس س��ه ی��ا �ی��م �ن� ک� ث��اب��ت ب��ای��د �ن��د. ب��اش� �ا �ن� آش� �ن��اظ��ر �ت� م� ش��خ��ص دو ه��رگ��اه �ی��ری��م م��ی�گ� م��ج��اور را راس
�د. �ن� �ت� �س� �ی� ن� �اور �ج� م� �م ه� �ا ب� �ه ک� �د دارن� �ود وج� راس �ه س� �ا ی� �د �ن� �ت� �س� ه� �اور �ج� م� �م ه� �ا ب� �ه ک� �د دارن� �ود وج�
ف��رض اس��ت. �ل��ث �ث� م� �ل �ام� ش� Gc �ا ی� G راس، ۶ �ا ب� G �راف گ� �ر ه� در �م �ی� �ن� ک� �ت �اب� ث� �د �ای� ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب�
�م ک� �دون ب� �ت، اس� �اور �ج� م� G از �ر �گ� دی� راس �ج �ن� پ� �ا ب� Gc در �ا ی� G در v �ون چ� v ∈ V (G) �د �ی� �ن� ک�
گ��ر ا ه��س��ت��ن��د. م��ج��اور v ب��ا G در u۳ و u۲ ،u۱ راس س��ه م��ی�ک��ن��ی��م ف��رض م��س��ال��ه ک��ل��ی��ت از ش��دن
در �ث��ل��ث م� ی��ک v ه��م��راه ب��ه راس دو ای��ن آن�گ��اه ب��اش��ن��د، م��ج��اور ه��م ب��ا راس س��ه ای��ن از راس دو
و �ن��د �ت� �س� �ی� ن� �اور �ج� م� G در �ا راس�ه� ای��ن از �ک��دام �چ� �ی� ه� ص��ورت ای��ن �ر �ی� غ� در �د. �ن� م��ی�ده� �ی��ل �ک� ت��ش� G

م��ی�ده��ن��د. ت��ش��ک��ی��ل م��ث��ل��ث ی��ک Gc در ب��ن��اب��رای��ن

ی��ا آن�گ��اه ب��اش��د، n م��رت��ب��ه�ی از خ��ود-م��ک��م��ل گ��راف ی��ک G گ��ر ا ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان ۴.۶ ت��م��ری��ن
n ≡ ۱ (mod ۴) ی��ا n ≡ ۰ (mod ۴)

�م داری� �ت اس� �ان �ود-دوگ� خ� G �ون چ� .m(Gc) = m۲ و m(G) = m۱ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ح��ل



٧ ط��ائ��ری ب��ی��ژن دک��ت��ر گ��راف) ن��ظ��ری��ه ی��ک(ک��ت��ابدرس��ی ف��ص��ل ت��م��ری��ن�ه��ای

ن��ت��ی��ج��ه در و m۱ = m۲

۲m۱ = m۱ +m۲ = m(Kn) =

(
n

۲

)
=

n(n− ۱)

۲
.

۴ | n(n−۱) ی��ع��ن��ی اس��ت، n(n−۱) از ش��م��ارن��ده�ای ۴ پ��س .۴m۱ = n(n−۱) ای��ن�رو از
م��ی�ده��د. رخ ح��ال��ت دو

�دس �ی� �ل� اق� �م ل� �ه �اب� �ن� ب� و (۴, n) = ۱ �س پ� �ت. اس� �رد ف� n − ۱ �اه آن�گ� �د، �اش� ب� زوج n �ر گ� ا (١)
.۴ | n− ۱

اق��ل��ی��دس ل��م ب��ن��اب��ه و (۴, n− ۱) = ۱ پ��س اس��ت. زوج n− ۱ آن�گ��اه ب��اش��د، ف��رد n گ��ر ا (٢)
.۴ | n

راس ی��ک دارای راس n = ۴k+ ۱ ب��ا خ��ود-م��ک��م��ل گ��راف ه��ر ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان م��س��ال��ه ی��ک

اس��ت. n− ۱

۲
= ۲k درج��ه�ی ب��ا

ف��رض ب��اش��د. ی��ک��ری��خ��ت��ی ی��ک ϕ : G −→ Gc و خ��ود-م��ک��م��ل گ��راف ی��ک G ک��ن��ی��د ف��رض ح��ل
ی��م دار اس��ت ی��ک��ری��خ��ت��ی ϕ چ��ون ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. dG(x) < ۲k ب��ا راس ی��ک x ک��ن��ی��د

dG(x) < ۲k ⇐⇒ dGc(ϕ(x)) < ۲k

⇐⇒ dG(ϕ(x)) = (n− ۱)− dGc(ϕ(x)) > n− ۱ − ۲k = ۲k

⇐⇒ dG(ϕ(x)) > ۲k.

از �ر �ت� �م� ک� �ه�ی درج� �ا ب� �ای راس�ه� �ل �ک� �ش� �ت� م� V۱ �ه�ی� �وع� �م� �ج� م� �ن �ی� ب� �ی �وی� دوس� �ر �اظ� �ن� ت� �ک ی� ϕ �رای��ن �اب� �ن� ب�
�داد �ع� ت� �ژه وی� �ه ب� �ت. اس� ۲k از �ر �ت� �ش� �ی� ب� �ه�ی درج� �ا ب� �ای راس�ه� از �ل �ک� �ش� �ت� م� V۲ �ه�ی �وع� �م� �ج� م� و ۲k

�د، �ن� �ت� �س� ه� �ر �راب� ب� ۲k از �ر �ت� �ش� �ی� ب� �ه�ی درج� �ا ب� �ای �ه� راس� �داد �ع� ت� و ۲k از �ر �ت� �م� ک� �ه�ی درج� �ا ب� �ای راس�ه�
در زی��را ب��اش��د، داش��ت��ه ۲k درج��ه�ی از راس ی��ک ح��داق��ل ب��ای��د G ای��ن�رو از .|V۱| = |V۲| ی��ع��ن��ی
ک��ه ،۴k + ۱ = |V (G)| = |V۱|+ |V۲| = ۲|V۱| و V (G) = V۱ ∪ V۲ ص��ورت ای��ن غ��ی��ر

اس��ت. ت��ن��اق��ض

�د، �اش� ب� �ه �ت� �خ� آوی� راس �ک ی� �ل �ام� ش� �ل �م� �ک� �ود-م� خ� �راف گ� �ک ی� �ر گ� ا �د �ی� ده� �ان �ش� ن� ۴.٧ ت��م��ری��ن
ب��اش��د. داش��ت��ه وج��ود دی��گ��ری آوی��خ��ت��ه�ی راس ب��ای��د آن�گ��اه



٨ ط��ائ��ری ب��ی��ژن دک��ت��ر گ��راف) ن��ظ��ری��ه ی��ک(ک��ت��ابدرس��ی ف��ص��ل ت��م��ری��ن�ه��ای

�ون چ� �د. �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� G در ۱ �ه�ی درج� از u �د �ن� �ان� م� راس ی��ک �ا �ه� �ن� ت� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� ف��رض ح��ل
در u ب��ا م��ج��اور راس x ک��ن��ی��د ف��رض دارد. ۱ درج��ه�ی از راس ی��ک ت��ن��ه��ا ن��ی��ز Gc پ��س G = Gc

زی��را ،dG(v) ≤ n− ۳ ی��م دار v ∈ V \ {u, x} راس ه��ر ازای ب��ه ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. G
�ت دس� �ه ب� dG(v) + dGc(v) = n − ۱ �ون چ� �ا ام� �د. �ن� �ت� �س� �ی� ن� �اور �ج� م� u �ا ب� �ی �ای� راس�ه� �ن �ی� �ن� چ�
آوی��خ��ت��ه راس ت��ن��ه��ا x ای��ن�رو از . dGc(v) ≥ ۲ ی��ع��ن��ی ،n− ۱− dGc(v) ≤ n− ۳ ی��م م��ی�آور
ی��ک��ت��ا راس x پ��س ،dG(u) + dGc(u) = n− ۱ چ��ون ک��ه ک��ن��ی��د ت��وج��ه ه��م�چ��ن��ی��ن اس��ت. Gc در
گ��ر ا ای��ن�رو از اس��ت. G در n− ۲ درج��ه�ی از �ا �ت� �ک� ی� راس u راس و G در n− ۲ درج��ه�ی از
از .φ(x) = u و φ(u) = x �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� �د �ای� ب� �اه آن�گ� �د، �اش� ب� �ی �ت� �خ� �ری� �ک� ی� φ : G −→ Gc

�م��ل �ک� �ود-م� خ� گ��راف ی��ک G۱ �اه آن�گ� �د، �اش� ب� {u, x} �وس��ط ت� �ده ش� �ا �ق� ال� �راف �رگ� زی� G۱ �ر گ� ا ای��ن�رو
ت��ن��اق��ض ای��ن و ،۴k + ۱ ی��ا ۴k ب��راب��ر آن راس�ه��ای ت��ع��داد ،۴.۶ ت��م��ری��ن ط��ب��ق ب��ن��اب��رای��ن و اس��ت

.n(G۱) = ۴ زی��را اس��ت
خ��ود-م��ک��م��ل گ��راف ی��ک در گ��رف��ت: �ل��ی�ت��ر ک� �ی��ج��ه�ای �ت� ن� و داد �ی��م ت��ع��م� م��ی�ت��وان را �ب��ات اث� رون��د ای��ن

ای��ن �ب��ات اث� ب��رای اس��ت. زوج ع��ددی ،d ̸= n− ۱

۲
آن در ک��ه ،d درج��ه�ی راس�ه��ای ت��ع��داد G

G �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� �ه �ت� داش� d �ه�ی درج� از راس r �داد �ع� ت� �اً �ق� �ی� دق� G �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ب �ل� �ط� م�
ب��ه را راس ۲r ای��ن φ : G −→ Gc �ت��ی ی��ک��ری��خ� و دارد n− ۱ − d درج��ه�ی از راس r �اً �ق� �ی� دق�
م��ی�ک��ن��ن��د. ال��ق��ا G۱ خ��ود-م��ک��م��ل زی��رگ��راف ی��ک راس ۲r ای��ن ای��ن�رو از م��ی�ک��ن��د. ت��ص��وی��ر ی��ک��دی��گ��ر

اس��ت. زوج r ی��ع��ن��ی اس��ت. ۲r از ش��م��ارن��ده ی��ک ۴ ،۴.۶ ت��م��ری��ن ط��ب��ق پ��س

اف��راز ه��ر ازای ب��ه گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا اس��ت ه��م��ب��ن��د G س��اده�ی گ��راف ک��ه ک��ن��ی��د ث��اب��ت ۴.٨ ت��م��ری��ن
راس ی��ک ب��ه را V۱ در راس ی��ک ک��ه دارد وج��ود ی��ال��ی ،V۲ و V۱ ن��ات��ه��ی زی��رم��ج��م��وع��ه�ی دو ب��ه V

م��ی�ک��ن��د. وص��ل V۲ در

v۲ ∈ V۲ و v۱ ∈ V۱ راس�ه��ای ب��اش��د. V۲ و V۱ م��ج��زای اج��ت��م��اع V ک��ن��ی��د ف��رض (⇐=) ح��ل
وج��ود v۱ = u۰ ∼ u۱ ∼ · · · ∼ um = v۲ م��س��ی��ر اس��ت، ه��م��ب��ن��د G چ��ون م��ی�ک��ن��ی��م. اخ��ت��ی��ار را
uiui+۱ �ال ی� �س پ� ،V۱ ∩ V۲ = ∅ و (v۲ ∈ V۲ �ی �ن� �ع� (ی� v۲ ̸∈ V۱ و v۱ ∈ V۱ �ون چ� دارد.

م��ی�ک��ن��د. ث��اب��ت را ح��ک��م ای��ن و ui+۱ ∈ V۲ و ui ∈ V۱ ک��ه دارد وج��ود
م��ی�گ��ی��ری��م. ن��ظ��ر در G از م��ول��ف��ه�ای را G۱ و ن��ب��اش��د ه��م��ب��ن��د G ک��ن��ی��د ف��رض خ��ل��ف) (ب��ره��ان (=⇒)
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از اف��راز ی��ک {V۱, V۲} ص��ورت ای��ن در V۲ = V (G) \ V۱ و V۱ = V (G۱) م��ی�ده��ی��م ق��رار
�چ �ی� ه� �ت، اس� G از �ه �ف� �ول� م� �ک ی� G۱ �ون چ� آن �ر ب� �لاوه ع� �ت. اس� �ی �ه� �ات� ن� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� �ه ب� V (G)

اس��ت. ه��م��ب��ن��د G ای��ن�رو از اس��ت. ف��رض خ��لاف ای��ن و ن��ی��س��ت V۲ و V۱ ب��ی��ن ات��ص��ال��ی

�ی راس� n �م��ل �ک� �ود-م� خ� �راف گ� ی��ک �د �ی� ده� �ان �ش� ن� �د �اش� ب� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� ی��ک n �ر گ� ا م��س��ال��ه ی��ک
.n = ۴k + ۱ ی��ا n = ۴k گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا دارد وج��ود

ک��دام ه��ر اع��ض��ای ت��ع��داد ک��ه م��ج��زا دوب��دو م��ج��م��وع��ه�ی چ��ه��ار و n = ۴k ک��ن��ی��د ف��رض اب��ت��دا ح��ل

م��ی�س��ازی��م، V (G) =
۴∪

i=۱

Xi راس م��ج��م��وع��ه� ب��ا را G گ��راف ب��گ��ی��ری��د. ن��ظ��ر در را اس��ت k ب��راب��ر

�اور �ج� م� �م ه� �ا ب� را X۱ راس�ه��ای �ه�ی �م� ه� �م: �ری� �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در �ر زی� �ورت ص� �ه ب� را E(G) آن در �ه ک�
�ی �ن� �ع� ی� �م، �ری� �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در �اور �ج� م� �م ه� �ا ب� را X۴ راس�ه��ای �ه�ی �م� ه� �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� و �م �ری� �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در
در راس ه��ر �پ��س س� دارن��د. �رار ق� E(G) در X۴ و X۱ روی �ام��ل ک� گ��راف�ه��ای �ال�ه��ای ی� �ه�ی �م� ه�
دو �ل �ام� ک� �ای �راف�ه� گ� �ای �ال�ه� ی� �ه�ی �م� ه� �ی �ن� �ع� ی� �م. �ری� �ی� �ی�گ� م� �اور �ج� م� X۲ در راس �ر ه� �ا ب� را X۱

�ه�ی �م� ه� �ورت ص� �ن �ی� �م� ه� �ه ب� �د. دارن� �رار ق� E(G) در (X۱, X۲) �ی �ش� �خ� ب� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ا ب� �ی �ش� �خ� ب�
در را (X۳, X۴) و (X۲, X۳) ب��خ��ش��ی م��ج��م��وع��ه�ه��ای ب��ا ب��خ��ش��ی دو ک��ام��ل گ��راف�ه��ای ی��ال�ه��ای
م��ج��م��وع��ه ب��ا ک��ام��ل گ��راف دو ی��ال م��ج��م��وع��ه� دارای Gc ص��ورت ای��ن در م��ی�گ��ی��ری��م. ن��ظ��ر در E(G)

�ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� �ا ب� �ی �ش� �خ� ب� دو �ل �ام� ک� �ای �راف�ه� گ� �ای �ال�ه� ی� و ،X۳ و X۲ �ب، �ی� �رت� ت� �ه ب� �ای، راس�ه�
م��ی�ت��وان س��ادگ��ی ب��ه ک��ن��ون ا اس��ت. (X۱, X۳) و (X۴, X۱) و (X۲, X۴) ت��رت��ی��ب، ب��ه ب��خ��ش��ی،

ه��س��ت��ن��د. ی��ک��ری��خ��ت Gc و G ک��ه دی��د
را راس ۴k روی �الا ب� �ورت ص� �ه ب� G �راف گ� �ال��ت ح� �ن ای� در n = ۴k + ۱ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ون �ن� ک� ا
X۱ ∪X۴ از راس �ر ه� و v �ی��ن ب� و �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ه �اف� اض� V (G) �ه ب� v �د �دی� ج� راس ی��ک �م. �ازی� �ی�س� م�

اس��ت. خ��ود-م��ک��م��ل گ��راف ی��ک آم��ده دس��ت ب��ه G′ گ��راف م��ی�گ��ی��ری��م. ن��ظ��ر در ی��ال ی��ک
گ��راف ی��ال�ه��ای ت��ع��داد ح��ال��ت ای��ن در .n = ۴k + ۳ ی��ا n = ۴k + ۲ ک��ن��ی��د ف��رض ن��ه��ای��ت در
�ه ب� �رد ک� �ه �زی� �ج� ت� Gc و G �راف گ� �ک ی� �ه ب� �وان �ی�ت� �م� ن� را Kn پ��س �ت. اس� �رد ف� �ددی ع� Kn �ل �ام� ک�

.G ∼= Gc ط��وری�ک��ه

دو �ه ک� �ز �ای� �م� �ت� م� �ر �ی� �س� م� دو �اع �م� �ت� اج� ،G �اده�ی س� �راف گ� �ک ی� در �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ت �اب� ث� ۴.٩ ت��م��ری��ن
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اس��ت. دور ی��ک ش��ام��ل م��ی�ک��ن��ن��د وص��ل ه��م ب��ه را م��ت��م��ای��ز راس

راس �ن �ی� اول� u۱ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �ن� �اش� ب� �ز �ای� �م� �ت� م� �ر �ی� �س� م� u − v دو Q و P �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ح��ل
اج��ت��م��اع ص��ورت ای��ن در ب��اش��د). v اس��ت م��م��ک��ن راس (ای��ن ب��اش��د u از پ��س Q و P م��ش��ت��رک

اس��ت. دور ی��ک Q ب��خ��ش u− u۱ و P ب��خ��ش u− u۱

راس دو ک��ه م��ت��م��ای��ز گ��ش��ت دو اج��ت��م��اع ده��ی��د ن��ش��ان م��ث��ال ی��ک از اس��ت��ف��اده ب��ا ۴.١٠ ت��م��ری��ن
ن��ب��اش��د. دور ی��ک ش��ام��ل اس��ت م��م��ک��ن م��ی�ک��ن��ن��د وص��ل ه��م ب��ه را م��ت��م��ای��ز

�ی ول� �د �ن� �ت� �س� ه� �ز �ای� �م� �ت� م� Q : x ∼ y ∼ x ∼ y ∼ u و P : x ∼ y ∼ u �ت �ش� گ� دو ح��ل
ن��ی��س��ت. دور ش��ام��ل آن�ه��ا اج��ت��م��اع

راس �ه س� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� �اه آن�گ� �د، �اش� �ب� ن� �ل �ام� ک� G �د �ن� �ب� �م� ه� و �اده س� �راف گ� �ر گ� ا ۴.١١ ت��م��ری��ن
ی��ال��ی uw ام��ا ه��س��ت��ن��د G از ی��ال دو vw و uv ک��ه ط��وری ب��ه دارن��د وج��ود G از w ،v ،u م��ت��م��ای��ز

ن��ی��س��ت. G از

xw ̸∈ E(G) �ه ک� �د دارن� �ود وج� x,w ∈ V (G) راس دو �س پ� �ت �س� �ی� ن� �ل �ام� ک� G �ون چ� ح��ل
�د �ی� �ن� ک� �رض ف� دارد. �ود وج� w �ه ب� x از �ر �ی� �س� م� �ک ی� �ت اس� �د �ن� �ب� �م� ه� G �ون چ� �ون �ن� ک� ا
،x = u اس��ت �ن �ک� �م� (م� �د �اش� ب� w �ه ب� x از �ر �ی� �س� م� �ن �ری� �اه�ت� �وت� ک� P : x ∼ · · · ∼ u ∼ v ∼ w

uw �ا ام� �د �ن� �ت� �س� ه� G از �ال ی� دو vw و uv �ورت ص� ای��ن در �د). �اش� ب� ۲ �ر �راب� ب� �ر �ی� �س� م� �ول ط� �ی �ن� �ع� ی�
ن��ی��س��ت. G از ی��ال��ی

�راف گ� G �ن��د �ب� �م� ه� و �اده س� �راف گ� �ه ک� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� �د) �ی� �ن� �ی� �ب� ب� را [١١١] �رج��ع (م� ۴.١٢ ت��م��ری��ن
،u ∈ N [v] �ر ه� ازای �ه ب� �ه ک� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� G از v راس �ر گ� ا �ا �ه� �ن� ت� و �ر گ� ا �ت اس� �ل �ام� ک�

.N [v] = N [u]

�را زی� �م، ی� دار را �ه �ال� �س� م� در �ده ش� داده �رط ش� �وح وض� �ه ب� �د �اش� ب� �ل �ام� ک� �راف گ� G �ه ک� �ی �ت� وق� ح��ل
ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود G از v راس ک��ه ک��ن��ی��د ف��رض ب��رع��ک��س ه��س��ت��ن��د. م��ج��اور ه��م ب��ا راس�ه��ا ه��م��ه�ی
�د، �اش� ب� v �ا ب� �اور �ج� م� راس �ک ی� u �ر گ� ا �ژه وی� �ه ب� N [v] = N [u] ،u ∈ N [v] �ر ه� ازای �ه ب� �ه ک�
�دا �ت� اب� �ت. اس� �ل �ام� ک� G �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ت. اس� �اور �ج� م� v �ا ب� �ز �ی� ن� u �ا ب� �اور �ج� م� راس �ر ه� �اه آن�گ�
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�د. �اش� ب� �واه �خ� دل� راس �ک ی� x �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ت. اس� �اور �ج� م� �ا راس�ه� �ی �ام� �م� ت� �ا ب� v �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن�
G در x = x۱ ∼ x۲ ∼ · · · ∼ xk−۱ ∼ xk = v م��س��ی��ر x− v ی��ک اس��ت ه��م��ب��ن��د G چ��ون
�ت. اس� �اور �ج� م� v �ا ب� xk−۲ ف��رض �ق �ب� ط� �س پ� �ت اس� �اور �ج� م� xk−۱ �ا ب� xk−۲ �ون چ� دارد. �ود وج�
�ا ب� �ت. اس� �اور �ج� م� v �ا ب� xk−۳ �رض ف� �ق �ب� ط� �س پ� �ت اس� �اور �ج� م� xk−۳ �ا ب� xk−۲ �ون چ� �ون �ن� ک� ا
�ون �ن� ک� ا �ت. اس� �اور �ج� م� v �ا ب� x = x۱ �ه ک� �م �ری� �ی� �ی�گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ب �ی� �رت� ت� �ن �ی� �م� ه� �ه ب� �د رون� �ن ای� �ه�ی ادام�
v �ا ب� �اور �ج� م� y و x �را زی� �د، �ن� �ت� �س� ه� �اور �ج� م� �م ه� �ا ب� y و x �واه �خ� دل� راس دو �ر ه� �ه ک� �ت اس� �ح واض�

اس��ت. م��ج��اور y ب��ا x ف��رض ط��ب��ق ب��ن��اب��رای��ن و ه��س��ت��ن��د

�ر ه� ازای �ه ب� �اه �رگ� ه� �م �ی� �ام� ن� �م �ظ� �ت� �ن� �ام� ن� �ار �ی� �س� ب� را G �د �ن� �ب� �م� ه� و �اده س� �راف گ� ۴.١٣ ت��م��ری��ن
�ن ای� �ا ب� �راف گ� �ک ی� P۴ ،لا� �ث� م� �د. �ن� �اش� ب� �ز �ای� �م� �ت� م� v �ای �ه�ه� �ای� �س� �م� ه� �ه�ی �م� ه� �ه�ی درج� ،v ∈ V (G)

ن��دارد. وج��ود ۵ ی��ا ۳ م��رت��ب��ه�ی ب��ا ن��ام��ن��ت��ظ��م ب��س��ی��ار گ��راف ک��ه ک��ن��ی��د ث��اب��ت اس��ت. خ��اص��ی��ت

�ه س� �ام��ل ک� �راف گ� و P۳ راس��ی �ه س� �ر �ی� �س� م� �د دارن� �ود وج� ۳ �ه�ی �ب� �رت� م� �د �ن� �ب� �م� ه� �راف گ� دو �ا �ه� �ن� ت� ح��ل
y راس ه��م��س��ای��ه�ه��ای P۳ : xyz در واق��ع در ن��ی��س��ت��ن��د. ن��ام��ن��ت��ظ��م ب��س��ی��ار وض��وح ب��ه ک��ه K۳ راس��ی
درج��ه�ی ب��ا ه��م��س��ای��ه�ه��ای دارای راس ه��ر K۳ : xyzx در و �ت��ن��د؛ ه��س� ۱ ی��ک��س��ان درج��ه�ی دارای

اس��ت. ۲ ی��ک��س��ان

�ه ب� �راف گ� �ک ی� �ای �ی�ه� �ت� �خ� ی� �ودر خ� �روه گ� �ی �ررس� ب� �رای ب� �ارن: �ق� �ت� م� �روه گ� �اره�ی درب� �ری �ص� �ت� �خ� م�
�م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ی �ررس� ب� �ر �ص� �ت� �خ� م� �ور ط� �ه ب� را �روه گ� �ن ای� �م. ی� دار �از �ی� ن� �ارن �ق� �ت� م� �روه گ� �وم �ه� �ف� م� �ن �ت� �س� دان�
�ژن �ی� ب� �ف �ی� �ال� ت� �رد، �ج� م� �ر �ب� ج� �ی �ان� �ب� م� �اب �ت� ک� لا� �ث� (م� �ر �ب� ج� �ای �اب�ه� �ت� ک� �ه ب� �ر �ت� �ش� �ی� ب� �ب �ال� �ط� م� �دن دی� �رای ب�
م��ج��م��وع��ه�ی ی��ک X ک��ن��ی��د ف��رض ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه اص��ف��ه��ان) ص��ن��ع��ت��ی دان��ش��گ��اه ان��ت��ش��ارات ط��ائ��ری،
�ه�ی �م� ه� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� و �م �ی� �وی� گ� �ت �ش� �گ� �ای� ج� ی��ک را X �ه ب� X از �ی �وی� دوس� �ع �اب� ت� �ر ه� �د. �اش� ب� �واه �خ� دل�
X روی ج��ای��گ��ش��ت دو β و α ک��ن��ی��د ف��رض م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان SX ب��ا را X روی ج��ای��گ��ش��ت�ه��ای
�ای ج� �ه ب� و �م �ی� �ام� ن� �ز �ی� ن� β و α �رب �ل�ض� �اص� ح� آن�را �ات اوق� �ی �اه� گ� �ه (ک� β و α �ی��ب �رک� ت� �د. �ن� �اش� ب�
ازای ب��ه ،αβ �ن��ی �ع� ی� ،β و α ت��رک��ی��ب اس��ت. X روی �ای��گ��ش��ت ج� ی��ک (αβ �ی��م م��ی�ن��وی��س� α ◦ β

�ر �ذی� �ت�پ� �رک� ش� �ع �واب� ت� �ب �ی� �رک� ت� �ون چ� �ود. �ی�ش� م� �ف �ری� �ع� ت� (αβ)(x) = (α(β(x)) �ا ب� x ∈ X �ر ه�
اس��ت، �ر �ذی� وارون�پ� �ش��ت �گ� �ای� ج� ی��ک و اس��ت X �ش��ت �گ� �ای� ج� ی��ک X روی �ان��ی �م� ه� �ع �اب� ت� و اس��ت
�ی��م. �ام� ن� X روی �ق��ارن �ت� م� گ��روه را SX اس��ت. گ��روه ی��ک �واب��ع ت� �ی��ب �رک� ت� �م��ل ع� �ا ب� �راه �م� ه� SX پ��س
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X = {۱,۲, . . . , n} �ی��م م��ی�ده� ق��رار م��ولا� �ع� م� ب��اش��د، ع��ض��وی n و �ن��اه��ی �ت� م� �م��وع��ه�ی م��ج� X گ��ر ا
روی ج��ای��گ��ش��ت ی��ک را X روی ج��ای��گ��ش��ت ه��ر ح��ال��ت ای��ن در .Sn م��ی�ن��وی��س��ی��م SX ج��ای ب��ه و
n! �ه ک� �د دی� �وان �ی�ت� م� �ی �ادگ� س� �ه ب� �د، �اش� ب� �و �ض� ع� n دارای و �ی �اه� �ن� �ت� م� X �ر گ� ا �م. �ی� �وی� گ� �رف ح� n

n روی ج��ای��گ��ش��ت ی��ک α ∈ Sn ک��ن��ی��د ف��رض درواق��ع دارد. وج��ود X روی م��ت��م��ای��ز ج��ای��گ��ش��ت
�ه ب� را α(۲) اس��ت �ه�ی��ک ی��ک�ب� α �ون چ� �رد. ک� �ری��ف �ع� ت� راه n �ه ب� �وان �ی�ت� م� را α(۱) �د. �اش� ب� �رف ح�
�ری��ف �ع� ت� راه ۱ �ه ب� �وان �ی�ت� م� �ه ب� را α(n) �ی��ب �رت� ت� �ن �ی� �م� ه� �ه ب� �رد. ک� �ری��ف �ع� ت� راه n− ۱ �ه ب� �وان �ی�ت� م�

ب��ه م��ی�ت��وان را α پ��س ک��رد.
n(n− ۱) · · ·۲ · ۱ = n!

و x ∈ X و �اش��د ب� �ش��ت �گ� �ای� ج� ی��ک α ∈ Sn �ر گ� ا .|Sn| = n! ای��ن�رو از �رد. ک� �ری��ف �ع� ت� �ق �ری� ط�
ی��ک �ا ی� r ط��ول ب��ه دور ی��ک را α ∈ SX �ای��گ��ش��ت ج� م��ی�ب��رد. y ب��ه را x ،α �ی��م گ��وی� α(x) = y

ک��ه ب��اش��ن��د داش��ت��ه وج��ود x۱, x۲, . . . , xr ∈ X اع��ض��ای ه��رگ��اه ن��ام��ی��م، r-دور
α(x۱) = x۲, α(x۲) = x۳, . . . , α(xr−۱) = xr, α(xr) = x۱,

،α(xi) = xi+۱ ،i = ۱, . . . , r−۱ ه��ر ازای ب��ه ی��ع��ن��ی ،x ̸= xi ه��ر ازای ب��ه ،α(x) = x و
م��ی�ن��وی��س��ی��م ح��ال��ت ای��ن در .α(x) = x ،x ̸= xi ه��ر ازای ب��ه آن ب��ر ع��لاوه و ،α(xr) = x۱ و

α = (x۱ x۲ · · · xr).

را xr ن��ق��ط��ه�ی م��ی�ب��رد، xi+۱ را xi ن��ق��ط��ه�ی ،i = ۱, . . . , r − ۱ ه��ر ازای ب��ه ،α دور واق��ع در
ک��دام ه��ر از م��ی�ت��وان را α دور ک��ه ک��ن��ی��د ت��وج��ه م��ی�دارد. ن��گ��ه ث��اب��ت را دی��گ��ر ن��ق��اط و م��ی�ب��رد x۱ ب��ه

ن��وش��ت: را α م��ی�ت��وان زی��ر ط��ری��ق r ب��ه ب��ن��اب��رای��ن و ک��رد ش��روع xiه��ا از

α = (x۱ x۲ · · · xr)

= (x۲ x۳ · · · xr x۱)

= (x۳ x۴ · · · xr x۱ x۲)

...

= (xr x۱ · · · xr−۱).



١٣ ط��ائ��ری ب��ی��ژن دک��ت��ر گ��راف) ن��ظ��ری��ه ی��ک(ک��ت��ابدرس��ی ف��ص��ل ت��م��ری��ن�ه��ای

دور ی��ک �م. �ی� م��ی�ده� ن��ش��ان (۱) �ا ی� () �ا ب� آن�را ک��ه اس��ت ۱ ط��ول ب��ه دور ی��ک �ان��ی �م� ه� �ای��گ��ش��ت ج�
دور ن��م��اد از اس��ت��ف��اده ب��ا م��ی�ت��وان��ی��م S۳ اع��ض��ای م��ث��ال ع��ن��وان ب��ه م��ی�ن��ام��ی��م. ت��ران��ه��ش را ۲ ط��ول ب��ه

ب��ن��وی��س��م: زی��ر ص��ورت ب��ه
S۳ = {(), (۱ ۲), (۱ ۳), (۲ ۳), (۱ ۲ ۳), (۱ ۳ ۲)}.

�ک ی� S۳ از �و �ض� ع� �ر ه� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� ۳ �ول ط� �ه ب� دور دو و �ش �ه� �ران� ت� �ه س� دارای S۳ �س پ�
�م �ی� ده� �ان �ش� ن� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ت. �س� �ی� ن� �ت درس� �ی �ل� ک� �ت �ال� ح� در Sn �رای ب� �ب �ل� �ط� م� �ن ای� �ا ام� �ت. اس� دور
لا� �ث� م� �ود. �ی�ش� م� �ه �زی� �ج� ت� �زا �ج� م� �ای دوره� �ب) �ی� �رک� (ت� �رب �ل�ض� �اص� ح� �ه ب� �واه �خ� دل� �ت �ش� �گ� �ای� ج� �ر ه� �ه ک�
�د �ی� �ن� ک� �ه ت��وج� اس��ت. دور دو �ی��ب) �رک� (ت� ح��اص��ل�ض��رب و S۵ در �ای��گ��ش��ت ج� ی��ک (۲ ۴)(۱ ۵ ۳)

اس��ت. ع��ض��و ۵! = ۱۲۰ دارای S۵ ک��ه
ی��ک G از ϕ خ��ودری��خ��ت��ی ی��ک آن�گ��اه ب��اش��د، گ��راف ی��ک G = (V,E) گ��ر ا ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ی��ادآوری
،V روی �ا �ت�ه� �ش� �گ� �ای� ج� �روه گ� از �ه�ای �وع� �م� �ج� �رم� زی� Γ(G) �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� V روی �ت �ش� �گ� �ای� ج�
Γ(G) �م �ی� �وی� گ� اس��ت. �روه گ� �ع �واب� ت� �ی��ب �رک� ت� �ل �م� ع� �ه ب� �ب��ت �س� ن� Γ(G) �ی��ن �ن� �م�چ� ه� اس��ت. ،SV �ن��ی �ع� ی�

.Γ(G) ≤ SV م��ی�ن��وی��س��ی��م و اس��ت SV از زی��رگ��روه��ی

ب��ی��اب��ی��د. را زی��ر گ��راف ی��خ��ت��ی�ه��ای خ��ودر گ��روه م��س��ال��ه ی��ک

از ع��ب��ارت��ن��د Γ(G) اع��ض��ای ک��ه اس��ت واض��ح ش��ک��ل ب��ه ت��وج��ه ب��ه ح��ل

φ۰ = ()

φ۱ = (۱ ۸)(۲ ۷)

φ۲ = (۳ ۵)(۴ ۶)



١۴ ط��ائ��ری ب��ی��ژن دک��ت��ر گ��راف) ن��ظ��ری��ه ی��ک(ک��ت��ابدرس��ی ف��ص��ل ت��م��ری��ن�ه��ای

φ۳ = (۱ ۸)(۲ ۷)(۳ ۵)(۴ ۶)

n �ه درج� از Sn �ق��ارن �ت� م� �روه گ� �ا ب� (Kc
n �ا (ی� Kn �ت��ی �خ� ی� خ��ودر گ��روه �د �ی� ده� ن��ش��ان ۵.١ ت��م��ری��ن

اس��ت. ی��خ��ت ی��ک�ر

�روه گ� و �راف گ� �ک ی� �ای �ی�ه� �ت� �خ� ی� �ودر خ� �روه گ� �ی �ن� �ع� ی� ،Γ(G) = Γ(Gc) �ه ک� �ت اس� �ح واض� ح��ل
ه��س��ت��ن��د. ی��ک��س��ان آن م��ک��م��ل ی��خ��ت��ی�ه��ای خ��ودر

�ت �ش� �گ� �ای� ج� �ر ه� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ذاری گ� �اره �م� ش� {۱,۲, . . . , n} �داد اع� �ا ب� را Kn �ی �ای� راس�ه� �ون �ن� ک� ا
�اور �ج� م� �م ه� �ا ب� Kn در راس دو �ر ه� �را زی� �ت، اس� Kn از �ی �ت� �خ� ی� �ودر خ� �ک ی� ϕ ∈ Sn در �واه �خ� دل�
ی��ال�ه��ای��ی ϕ(j)ϕ(j) و ij آن�گ��اه ب��اش��ن��د، Kn در دل��خ��واه راس دو j و i گ��ر ا واق��ع در ه��س��ت��ن��د.

ب��ن��اب��رای��ن ه��س��ت��ن��د، Kn از
ij ∈ E(Kn) ⇐⇒ ϕ(j)ϕ(j) ∈ E(Kn).

.Γ(G) = Sn ک��ه ب��اش��د راس n ب��ا ه��م��ب��ن��د و س��اده گ��راف ی��ک G ک��ن��ی��د ف��رض ۵.٢ ت��م��ری��ن
اس��ت. Kn ک��ام��ل گ��راف G ده��ی��د ن��ش��ان

�اور �ج� م� راس دو �ر ه� �م �ی� ده� �ان �ش� ن� �د �ای� ب� .V (G) = {۱,۲, . . . , n} �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ح��ل
.ij ̸∈ E(G) �ه ک� �د �ن� �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� i, j ∈ V (G) راس دو �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �ن� �ت� �س� ه�
دارد. �ود وج� i = i۰ ∼ i۱ ∼ · · · ∼ ik = j �ر �ی� �س� م� �ک ی� �ت اس� �د �ن� �ب� �م� ه� G �ون چ�
�ون چ� φ ∈ Γ(G) �رض ف� �ق �ب� ط� �م. �ری� �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� درن� را φ = (i۰ i۱ · · · ik) ∈ Sn �ت �ش� �گ� �ای� ج�

داری��م اس��ت G خ��ودری��خ��ت��ی ی��ک φ و ik−۱ik ∈ E(G)

ij = ji = iki۰ = φ(ik−۱)φ(ik) ∈ E(G)

ه��س��ت��ن��د. م��ج��اور G راس دو ه��ر پ��س اس��ت. ت��ن��اق��ض ک��ه

(٢) و Γ(G) ∼= Sn ک��ه G ̸= Kn ه��م��ب��ن��د و س��اده گ��راف (١) ،n > ۱ ب��رای ۵.٣ ت��م��ری��ن
ک��ن��ی��د. ارائ��ه ،Γ(G) ∼= Sn ب��ا G ̸= Kc

n ن��اه��م��ب��ن��د و س��اده گ��راف

n �ه�ی درج� راس ی��ک �ا �ه� �ن� ت� K۱,n اس��ت. راس n + ۱ �ا ب� �راف گ� ی��ک K۱,n گ��راف (١) ح��ل
درج��ه�ی راس n چ��ون آن ب��ر ع��لاوه م��ی�دارد. ن��گ��ه �اب��ت ث� آن�را K۱,n �ت��ی خ��ودری��خ� ه��ر پ��س دارد،
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ب��ا ه��م��ه و ن��ی��س��ت��ن��د م��ج��اور ی��ک��دی��گ��ر ب��ا م��ی�ک��ن��ی��م) ب��رچ��س��ب�گ��ذاری n ،. . . ،۲ ،۱ ب��ا را آن�ه��ا (ک��ه ۱

از �ت��ی �خ� ی� �ودر خ� ی��ک {۱,۲, . . . , n} روی �واه �خ� دل� �ش��ت �گ� �ای� ج� پ��س �د، �ن� �ت� �س� ه� �اور �ج� م� راس ی��ک
.Γ(K۱,n) = Sn پ��س اس��ت. K۱,n

Γ(G) = Sn ی��م دار G = K۱ ∪Kc
۱,n راس��ی n+ ۲ گ��راف ک��ه ک��رد ث��اب��ت م��ی�ت��وان �ن��ی��ن ه��م�چ�

�رای ب� �ت، اس� Sn �ا آن�ه� �ی �ت� �خ� ی� �ودر خ� �روه گ� �ه ک� �د �ن� �ت� �س� ه� Kn و �د �ن� �ب� �م� ه� �راف گ� دو �ن �ی� �م� ه� �ا �ه� �ن� ت� و
ن��م��ای��ی��د م��راج��ع��ه زی��ر م��ق��ال��ه�ی ب��ه اث��ب��ات

Gewirtz, A., and L. V. Quintas, Connected extremal edge graphs having sym-

metric automorphism group. Recent Progress in Combinatorics (W. T. Tutte,

ed.) Academic Press, New York, 1969.

�روه گ� Γ(G) = Γ(Gc) �ه �ن�ک� ای� و (١) �ق �ب� ط� �ت؛ اس� �د �ن� �ب� �م� �اه� ن� �راف گ� �ک ی� Kc
۱,n �راف گ� (٢)

اس��ت. Sn آن ی��خ��ت��ی�ه��ای خ��ودر

ب��ی��اب��ی��د: را زی��ر گ��راف�ه��ای ی��خ��ت��ی�ه��ای خ��ودر گ��روه ۵.۴ ت��م��ری��ن

u ∼ y ∼ z ∼ b ∼ c ∼ v ∼ u �ون چ� �د. �اش� ب� �ی �ان� �م� �ره� �ی� غ� φ ∈ Γ(G) �د �ی� �ن� ک� ف��رض (ال��ف)
ی��ع��ن��ی م��ی�ش��ود، ت��ص��وی��ر خ��ودش ب��ه φ ت��ح��ت پ��س اس��ت G در ۶ ط��ول ب��ه دور ت��ن��ه��ا
φ(u) ∼ φ(y) ∼ φ(z) ∼ φ(b) ∼ φ(c) ∼ φ(v) ∼ φ(u)

م��ی�آی��د پ��ی��ش ح��ال��ت دو پ��س ه��س��ت��ن��د. G در ۲ درج��ه�ی راس�ه��ای ت��ن��ه��ا z و v دی��گ��ر ط��رف از
ی��م دار �ح��ال��ت ای��ن در ،φ(z) = z و φ(v) = v اول: ح��ال��ت

φ(u) ∼ φ(y) ∼ z ∼ φ(b) ∼ φ(c) ∼ v ∼ φ(u)
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ن��ت��ی��ج��ه در
φ(u) = c, φ(c) = u, φ(y) = b, φ(b) = y.

ب��ن��اب��رای��ن
c ∼ a ∼ b =⇒ φ(c) ∼ φ(a) ∼ φ(b) =⇒ u ∼ φ(a) ∼ y

ح��ال��ت ای��ن در پ��س φ(x) = a و φ(a) = x م��ی�ده��د ن��ت��ی��ج��ه ک��ه
φ = (u c)(y b)(x a)

ی��م دار �ح��ال��ت ای��ن در ،φ(z) = v و φ(v) = z دوم: ح��ال��ت
φ(u) ∼ φ(y) ∼ v ∼ φ(b) ∼ φ(c) ∼ z ∼ φ(u)

م��ی�ده��د ن��ت��ی��ج��ه ک��ه
φ = (z v)(u y)(c b)

پ��س

Γ(G) = {(), (u c)(y b)(x a), (z v)(u y)(c b), (u c)(y b)(x a)(z v)(u y)(c b)}

= {(), (u c)(y b)(x a), (z v)(u y)(c b), (u b)(y c)(x a)(z v)}

φ(b) = b �س پ� �ت اس� b راس ۴ �ه�ی درج� راس �ا �ه� �ن� ت� �ون چ� φ ∈ Γ(G) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (ب)
ی��ک �ا �ه� �ن� ت� �ود. ش� �ل �دی� �ب� ت� �ث �ل� �ث� م� �ک ی� �ه ب� �د �ای� ب� φ �ح��ت ت� abxa (٣ �ول ط� �ه ب� (دور �ث �ل� �ث� م� �ون �ن� ک� ا
اس��ت a راس �ل��ث�ه��ا �ث� م� ای��ن در ۲ درج��ه�ی راس �ن��ه��ا ت� چ��ون uveu ی��م دار گ��راف در دی��گ��ر �ل��ث �ث� م�

ی��م دار ک��ن��ون ا φ(a) = a ب��اش��ی��م داش��ت��ه ب��ای��د پ��س
a ∼ x =⇒ φ(a) ∼ φ(x) =⇒ a ∼ φ(x) =⇒ φ(x) = x

ی��م دار ب��ب��رد خ��ودش ب��ه را uveu م��ث��ل��ث ب��ای��د φ چ��ون ه��م�چ��ن��ی��ن
b ∼ v =⇒ φ(b) ∼ φ(v) =⇒ b ∼ φ(v) =⇒ φ(v) = v

چ��ون ط��رف��ی از
x ∼ y ∼ z ∼ u =⇒ x = φ(x) ∼ φ(y) ∼ φ(z) ∼ φ(u)
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.Γ(G) = {()} ن��ت��ی��ج��ه در φ(u) = u و φ(z) = z و φ(y) = y پ��س
φ(۳) = ۳ �س پ� �ت اس� ۳ راس ۳ �ه�ی درج� راس �ا �ه� �ن� ت� �ون چ� φ ∈ Γ(G) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (ج)

م��ی�آی��د پ��ی��ش ح��ال��ت دو پ��س ه��س��ت��ن��د ۱ درج��ه�ی راس�ه��ای ت��ن��ه��ا ۱ و ۵ چ��ون ک��ن��ون ا
آن�گ��اه ،φ(۵) = ۵ و φ(۱) = ۱ گ��ر ا اول: ح��ال��ت

۱ ∼ ۲ =⇒ φ(۱) ∼ φ(۲) =⇒ ۱ ∼ φ(۲) =⇒ φ(۲) = ۲

اس��ت. ه��م��ان��ی φ = () ح��ال��ت ای��ن در پ��س φ(۴) = ۴ ن��ت��ی��ج��ه در
آن�گ��اه ،φ(۵) = ۱ و φ(۱) = ۵ گ��ر ا دوم: ح��ال��ت

۱ ∼ ۲ =⇒ φ(۱) ∼ φ(۲) =⇒ ۵ ∼ φ(۲) =⇒ φ(۲) = ۴

.φ = (۱ ۵)(۲ ۴) ح��ال��ت ای��ن در پ��س φ(۴) = ۲ ن��ت��ی��ج��ه در
.Γ(G) = {(), (۱ ۵)(۲ ۴)} ب��ن��اب��رای��ن

ازای ب��ه ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان .γ ∈ Γ(G) و ب��اش��د س��اده گ��راف ی��ک G ک��ن��ی��د ف��رض ۵.۵ ت��م��ری��ن
.γ{N [v]} = N [γ(v)] و γ{N(v)} = N(γ(v)) داری��م v ∈ V (G) ه��ر

:γ(N(v)) ⊆ N(γ(v)) م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان اب��ت��دا ح��ل

x ∈ γ(N(v)) =⇒ ∃u ∈ N(v), x = γ(u)

=⇒ u ∼ v, x = γ(u)

=⇒ x = γ(u) ∼ γ(v)

=⇒ x ∈ N(γ(v)).

:N(γ(v)) ⊆ γ(N(v)) م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان ک��ن��ون ا

x ∈ N(γ(v)) =⇒ x ∼ γ(v)

=⇒ ∃w ∈ V (G), x = γ(w), x ∼ γ(v) اس��ت) پ��وش��ا γ (چ��ون

=⇒ x = γ(w) ∼ γ(v)

=⇒ w ∼ v
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=⇒ w ∈ N(v)

=⇒ x = γ(w) ∈ γ(N(v)).

اس��ت. Kn ک��ام��ل گ��راف K۱,n س��ت��اره�ی ی��ال��ی گ��راف ده��ی��د ن��ش��ان ۶.١ ت��م��ری��ن

�ای راس�ه� و u �زی �رک� م� راس �ا ب� �اره� �ت� س� �راف گ� G = K۱,n �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ح��ل
و V (G) = {v, x۱, . . . , xn} �ی �ن� �ع� ی� �د، �اش� ب� {x۱, x۲, . . . , xn} �زی �رک� م� �ر �ی� غ�
راس�ه��ای .i = ۱,۲, . . . , n ،ei = uxi م��ی�ده��ی��م ق��رار .E(G) = {ux۱, ux۲, . . . , uxn}

اس��ت. V (L(G)) = {e۱, . . . , en} ی��ع��ن��ی اس��ت، G ی��ال�ه��ای م��ج��م��وع��ه�ی L(G) ی��ال��ی گ��راف
دارای ej و ei ی��ال�ه��ای �را زی� �ن��د، �ت� ه��س� م��ج��اور L(G) در ej و ei راس�ه��ای i و i ه��ر ازای ب��ه

اس��ت. Kn ک��ام��ل گ��راف L(G) ب��ن��اب��رای��ن ه��س��ت��ن��د. u م��ش��ت��رک راس

.L(Cn) ∼= Cn ی��م دار n ≥ ۳ ب��رای ده��ی��د ن��ش��ان ۶.٢ ت��م��ری��ن

�م �ی� �ی�ده� م� �رار ق� �د. �اش� ب� n �ول ط� �ه ب� دور �ک ی� Cn : x۱x۱x۲ · · · xn �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ح��ل
�ال�ه��ای ی� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� L(Cn) �ال��ی ی� گ��راف �ای راس�ه� .i = ۱,۲, . . . , n− ۱ ،ei = xixi+۱

در ،i < j ،ej و ei �ای راس�ه� �ت. اس� V (L(Cn)) = {e۱, . . . , en} �ی �ن� �ع� ی� �ت، اس� Cn

�س پ� .j = n و i = ۱ �ا ی� j = i + ۱ �ر گ� ا �ا �ه� �ن� ت� و �ر گ� ا �د �ن� �ت� �س� ه� �اور �ج� م� L(Cn)

اس��ت. n ط��ول ب��ه دور ی��ک L(Cn) : e۱e۲ · · · en

�ه�ی �ط� راب� �د ده� �ان �ش� ن� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه ارائ� G �راف گ� از �ی �ال� �ث� م� ۶.٣ ت��م��ری��ن
م��ع��ت��ب��ر اس��ت م��م��ک��ن ب��اش��د ط��وق��ه دارای G ک��ه ح��ال��ت��ی در dL(G)(e) = dG(u) + dG(v)− ۲

ن��ب��اش��د.

�ن ای� در E(G) = {e = uv, e′ = vv} و V (G) = {u, v} �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ح��ل
و dL(G)(e) = ۱ �م ی� دار و E(L(G)) = {ee′} و V (L(G)) = {e, e′} �ورت ص�

ن��ی��س��ت. ب��رق��رار ح��ال��ت ای��ن در راب��ط��ه و dG(u) + dG(v)− ۲ = ۱ + ۳ − ۲ = ۲

ی��ک��ری��خ��ت��ی خ��ودش ی��ال��ی� گ��راف ب��ا G س��اده�ی ه��م��ب��ن��د گ��راف ی��ک ک��ه ک��ن��ی��د ث��اب��ت ۶.۴ ت��م��ری��ن
ب��اش��د. دور ی��ک گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا اس��ت
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ی��ک G ک��ن��ی��د ف��رض ب��رع��ک��س اس��ت. ی��ک��ری��خ��ت Cn ب��ا Cn ی��ال��ی گ��راف ١.٧ ت��م��ری��ن ط��ب��ق ح��ل
�ت. اس� دور �ک ی� G �م �ی� ده� �ان �ش� ن� �د �ای� ب� .L(G) ∼= G و �د �اش� ب� �ی راس� n �اده س� �د �ن� �ب� �م� ه� �راف گ�
�ون چ� �ت. اس� ۲ �ر �راب� ب� G راس �ر ه� �ه�ی درج� �م �ی� ده� �ان �ش� ن� �ت اس� �ی �اف� ک� �ت اس� �د �ن� �ب� �م� ه� G �ون چ�
�ون چ� .|E(G)| = |V (G)| = n �ه �ج� �ی� �ت� ن� در و |V (L(G))| = |V (G)| پ��س L(G) ∼= G

دارد. �ود وج� L(G) �ای دوره� و G �ای دوره� �ن �ی� ب� �ک �ه�ی� �ک�ب� ی� �ر �اظ� �ن� ت� �ک ی� �س پ� .L(G) ∼= G

�ال�ه��ای ی� �ورت ص� ای��ن در �د. �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� dG(v) ≥ ۳ �ا ب� G از v راس ی��ک �د �ی� �ن� ک� ف��رض
C �ه ب� �د �وان� �م��ی�ت� ن� G در دوری �ی��چ ه� �ا ام� �د. �ن� م��ی�ده� �ی��ل �ک� ت��ش� L(G) در C دور ی��ک v �ا ب� �اور �ج� م�
ط��رف از اس��ت. ۲ م��س��اوی ی��ا ک��م��ت��ر G راس ه��ر درج��ه�ی پ��س اس��ت. ت��ن��اق��ض ک��ه ب��اش��د، م��ت��ن��اظ��ر
�ود وج� G در ۱ �ه�ی درج� از راس k �ر گ� ا �را زی� �ت، �س� �ی� ن� ۱ �ر �راب� ب� G از راس �چ �ی� ه� �ه�ی درج� �ر �گ� دی�

آن�گ��اه ب��اش��د، داش��ت��ه

۲n = ۲|E(G)| =
∑

u∈V (G)

dG(u) = k +
t∑

i=۱

di ≤ k + ۲t = k + t+ t = n+ t,

�الا ب� �ه�ی �ط� راب� از �د. �ن� �ت� �س� ه� ۱ از �ش �ی� ب� �ه ک� �ت اس� G �ای �ض� اع� �ه�ی درج� (d۱, . . . , dt) آن در �ه ک�
اس��ت. ت��ن��اق��ض ک��ه ،n ≤ t داری��م

�ه�ی درج� �ه�ی �ال� �ب� دن� �ا ب� �ی راس� n �اده س� �د �ن� �ب� �م� ه� �راف گ� �ک ی� G �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ر: �گ� دی� راه
G �ون چ� �ت. اس� دور �ک ی� G �م �ی� ده� �ان �ش� ن� �د �ای� ب� .L(G) ∼= G و �د �اش� ب� (d۱, d۲, . . . , dn)

L(G) و G چ��ون اس��ت. ۲ �ر �راب� ب� G راس ه��ر �ه�ی درج� �م �ی� ده� �ان �ش� ن� اس��ت �اف��ی ک� اس��ت �د �ن� �ب� �م� ه�
از .m = ۱

۲ (
∑n

i=۱ d
۲
i ) −m و ،n = m �س پ� �د دارن� �ان �س� �ک� ی� �ای �ال�ه� ی� و �ا راس�ه� �داد �ع� ت�

�ارت �ب� ع� (d۱, . . . , dn) �ه�ی �ال� �ب� دن� �س �ان� ی� وار �ن �رای� �اب� �ن� ب� .
∑n

i=۱ d
۲
i = ۴m و n = m �ن�رو ای�

از اس��ت

V ar =
۱

n

n∑
i=۱

d۲
i −

(
۱

n

n∑
i=۱

d۲
i

)

=
۱

n
۴m− ۱

n۲
(۲m)۲ =

۴m

m
− ۴m۲

m۲
= ۴ − ۴ = ۰.

ب��ن��اب��رای��ن اس��ت. d م��ث��لا درج��ه�ی از م��ن��ت��ظ��م گ��راف G ی��ع��ن��ی ه��س��ت��ن��د، م��س��اوی diه��ا ت��م��ام ای��ن�رو از
.d = ۲m

n
= ۲m

m
= ۲ ک��ه م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه nd = ۲m از
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گ��ی��ر ف��را زی��رگ��راف L(H) ک��ه م��ی�ده��د �ت��ی��ج��ه ن� G گ��ی��ر ف��را زی��رگ��راف H �ن��ی��د: ک� رد ۶.۵ ت��م��ری��ن
اس��ت. L(G) از

ب��ب��ی��ن��ی��د: را زی��ر ش��ک��ل ح��ل
a

b c d

G

ab

bc

L(G)

a

b c d

cd

ac

H

ab

bc cdL(H)

�ت �خ� �ک�ری� ی� G۲[G۱] و G۱[G۲] �ت اس� �ن �ک� �م� م� �ه ک� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� �ال �ث� م� �ا ب� ٧.١ ت��م��ری��ن
ن��ب��اش��ن��د.

�ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� �اب �ت� ک� در ١.٢۶ �ل �ک� ش� �ای �راف�ه� گ� G۲ و G۱ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ح��ل
ای��ن �د. �ده�ن� ش� داده �ان �ش� ن� �اب �ت� ک� ١.٣٠ �ک��ل ش� در G۲[G۱] و �اب �ت� ک� ١.٢٩ �ک��ل ش� در G۱[G۲]

دارد. ٢ درج��ه�ی راس دوم��ی ام��ا ن��دارد ٢ درج��ه�ی راس اول��ی زی��را ن��ی��س��ت��ن��د، ی��ک��ری��خ��ت گ��راف دو

.G۱ ×G۲
∼= G۲ ×G۱ ک��ن��ی��د ث��اب��ت ٧.٢ ت��م��ری��ن

ت��اب��ع .G۲ = (V۲, E۲) و G۱ = (V۱, E۱) ک��ن��ی��د ف��رض ح��ل

f : V۱ × V۲ −→ V۲ × V۱

(a, x) 7→ (x, a)

�ت. اس� V (G۲ × G۱) = V۲ × V۱ �ه ب� V (G۱ × G۲) = V۱ × V۲ از �ی �وی� دوس� �ع �اب� ت� �ک ی�
�ود وج� G۱ ×G۲ در �اورت �ج� م� �وع ن� دو �د. �ن� �ی�ک� م� �ف��ظ ح� را �اورت �ج� م� f �م �ی� ده� �ان �ش� ن� �د �ای� ب� �ا �ه� �ن� ت�
�ی �ای� زوج�ه� �رای ب� �ری �گ� دی� و �ر �راب� ب� �ا آن�ه� اول �ای �ه��ه� �ف� �ول� م� �ه ک� �ت اس� �ی �ای� زوج�ه� �رای ب� �ی �ک� ی� دارد
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�م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ی �ررس� ب� را اول �وع ن� �اورت �ج� م� �دا �ت� اب� �ت. اس� �ر �راب� ب� �ا آن�ه� دوم �ای �ه��ه� �ف� �ول� م� �ه ک� �ت اس�
ه��س��ت��ن��د): م��ج��اور G در v و u ی��ع��ن��ی u ∼G v از (م��ن��ظ��ور

(a, x) ∼G۱×G۲ (a, y) ⇐⇒ x ∼G۲ y

⇐⇒ x ∼G۲ y

⇐⇒ (x, a) ∼G۲×G۱ (y, a).

⇐⇒ f(a, x) ∼G۲×G۱ f(a, y).

م��ی�ک��ن��ی��م: ب��ررس��ی را دوم ن��وع م��ج��اورت ک��ن��ون ا م��ی�ک��ن��د. ح��ف��ظ اول ن��وع م��ج��اورت f پ��س

(a, x) ∼G۱×G۲ (b, x) ⇐⇒ a ∼G۱ b

⇐⇒ b ∼G۱ a

⇐⇒ (x, a) ∼G۲×G۱ (x, b).

⇐⇒ f(a, x) ∼G۲×G۱ f(b, x).

اس��ت. ی��ک��ری��خ��ت��ی f ای��ن�رو از م��ی�ک��ن��د. ح��ف��ظ ن��ی��ز را دوم ن��وع م��ج��اورت f پ��س

.G۱ ◦G۲
∼= G۲ ◦G۱ ک��ن��ی��د ث��اب��ت ٧.٣ ت��م��ری��ن

ت��اب��ع .G۲ = (V۲, E۲) و G۱ = (V۱, E۱) ک��ن��ی��د ف��رض ح��ل

f : V۱ × V۲ −→ V۲ × V۱

(a, x) 7→ (x, a)

�ت. اس� V (G۲ ◦ G۱) = V۲ × V۱ �ه ب� V (G۱ ◦ G۲) = V۱ × V۲ از �ی �وی� دوس� �ع �اب� ت� �ک ی�
وج��ود G۱ ×G۲ در م��ج��اورت ن��وع �ه س� �ن��د. م��ی�ک� �ف��ظ ح� را م��ج��اورت f �ی��م ده� ن��ش��ان �د �ای� ب� �ا �ه� �ن� ت�
ک��ه اس��ت زوج�ه��ای��ی ب��رای ی��ک��ی ب��راب��ر، آن�ه��ا اول م��ول��ف��ه��ه��ای ک��ه اس��ت زوج�ه��ای��ی ب��رای ی��ک��ی دارد
اس��ت. م��ت��ف��اوت آن�ه��ا م��ول��ف��ه�ی دو اس��ت زوج�ه��ای��ی ب��رای دی��گ��ری و ب��راب��ر، آن�ه��ا دوم م��ول��ف��ه��ه��ای
را اول �وع ن� �اورت �ج� م� �دا �ت� اب� اس��ت. �ل �ب� ق� �ن �ری� �م� ت� �د �ن� �ان� م� دوم و اول �وع ن� �اورت �ج� م� دو �ی �ررس� ب�
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م��ی�ک��ن��ی��م: ب��ررس��ی
(a, x) ∼G۱×G۲ (a, y) ⇐⇒ x ∼G۲ y ⇐⇒ x ∼G۲ y ⇐⇒ (x, a) ∼G۲×G۱ (y, a).

م��ی�ک��ن��ی��م: ب��ررس��ی را دوم ن��وع م��ج��اورت ک��ن��ون ا م��ی�ک��ن��د. ح��ف��ظ اول ن��وع م��ج��اورت f پ��س
(a, x) ∼G۱×G۲ (b, x) ⇐⇒ a ∼G۱ b ⇐⇒ b ∼G۱ a ⇐⇒ (x, a) ∼G۲×G۱ (x, b).

�ی �ررس� ب� را دوم �وع ن� �اورت �ج� م� �ت �ای� �ه� ن� در �د. �ن� �ی�ک� م� �ظ �ف� ح� �ز �ی� ن� را دوم �وع ن� �اورت �ج� م� f پ��س
م��ی�ک��ن��ی��م:

(a, x) ∼G۱×G۲ (b, y) ⇐⇒ a ∼G۱ b و x ∼G۲ y

⇐⇒ b ∼G۱ a و y ∼G۲ x

⇐⇒ (x, a) ∼G۲×G۱ (y, b).

اس��ت. ی��ک��ری��خ��ت��ی f ای��ن�رو از م��ی�ک��ن��د. ح��ف��ظ ن��ی��ز را س��وم ن��وع م��ج��اورت f پ��س

ک��ن��ی��د ث��اب��ت ٧.۴ ت��م��ری��ن
n(G۱[G۲]) = n(G۲[G۱]) = n(G۱ ◦G۲) = n(G۱)n(G۲) (ال��ف)

m(G۱[G۲]) = n(G۱)m(G۲) + n(G۲)
۲m(G۱) (ب)

m(G۱ ◦G۲) = n(G۱)m(G۲) +m(G۱)n(G۲) + ۲m(G۱)m(G۲) (ج)
.m(G۱ ⊗G۲) = ۲m(G۱)m(G۲) (پ)

.G۲ = (V۲, E۲) و G۱ = (V۱, E۱) ک��ن��ی��د ف��رض ح��ل
از V (G۱ ◦G۲) = V۱ × V۲ و V (G۱[G۲]) = V۱ × V۲ = V (G۲[G۱]) داری��م (ال��ف)

ای��ن�رو
n(G۱[G۲]) = n(G۲[G۱]) = n(G۱◦G۲) = |V۱×V۲| = |V۱||V۲| = n(G۱)n(G۲).

داری��م (ب)

E(G۱[G۲]) = {{(a, x), (b, y)} | ab ∈ E۱, x, y ∈ V۲} ∪

{{(a, x), (a, y)} | a ∈ V۱, xy ∈ E۲}



٢٣ ط��ائ��ری ب��ی��ژن دک��ت��ر گ��راف) ن��ظ��ری��ه ی��ک(ک��ت��ابدرس��ی ف��ص��ل ت��م��ری��ن�ه��ای

ی��م م��ی�آور دس��ت ب��ه ه��س��ت��ن��د) م��ج��زا ب��الا ف��رم��ول م��ج��م��وع��ه�ی دو (چ��ون ن��ت��ی��ج��ه در و

n(G۱[G۲]) = |E(G۱[G۲])|

= |{{(a, x), (b, y)} | ab ∈ E۱, x, y ∈ V۲}|+

|{{(a, x), (a, y)} | a ∈ V۱, xy ∈ E۲}|

= |E۱| |V۲|۲ + |V۱| |E۲|

= m(G۱)n(G۲)
۲ + n(G۱)m(G۲).

ی��م دار (ج)

E(G۱ ◦G۲) = {{(a, x), (a, y)} | a ∈ V۱, xy ∈ E۲} ∪

{{(a, x), (b, x)} | ab ∈ E۱, x ∈ V۲} ∪

{{(a, x), (b, y)} | ab ∈ E۱, xy ∈ E۲}

م��ی�آوری��م دس��ت ب��ه ه��س��ت��ن��د) م��ج��زا ب��الا ف��رم��ول م��ج��م��وع��ه�ی س��ه (چ��ون ن��ت��ی��ج��ه در و

m(G۱ ◦G۲) = |E(G۱ ◦G۲)|

= |{{(a, x), (a, y)} | a ∈ V۱, xy ∈ E۲}|+

|{{(a, x), (b, x)} | ab ∈ E۱, x ∈ V۲}|+

|{{(a, x), (b, y)} | ab ∈ E۱, xy ∈ E۲}|

= |V۱| |E۲|+ |E۱| |V۲|+ ۲|E۱| |E۲|

= n(G۱)m(G۲) +m(G۱)n(G۲) + ۲m(G۱)m(G۲).

�ت��ی��ج��ه ن� در .G۱ ◦G۲ = (G۱ ×G۲) ∪ (G۱ ⊗G۲) ی��م دار ٣٢ ص��ف��ح��ه�ی ف��رم��ول ط��ب��ق (د)
.m(G۱ ◦G۲) = m((G۱ ×G۲) ∪ (G۱ ⊗G۲)) = m(G۱ ×G۲) +m(G۱ ⊗G۲)

ای��ن�رو از

m(G۱ ⊗G۲) = m(G۱ ◦G۲)−m(G۱ ×G۲)



٢۴ ط��ائ��ری ب��ی��ژن دک��ت��ر گ��راف) ن��ظ��ری��ه ی��ک(ک��ت��ابدرس��ی ف��ص��ل ت��م��ری��ن�ه��ای

= n(G۱)m(G۲) +m(G۱)n(G۲) + ۲m(G۱)m(G۲)−

[n(G۱)m(G۲) +m(G۱)n(G۲)]

= ۲m(G۱)m(G۲).

ی��ال �ر ه� �اه آن�گ� ب��اش��د، ی��ال دو ح��داق��ل ب��ا �د �ن� �ب� �م� ه� گ��راف G گ��ر ا �ه ک� �ی��د ده� ن��ش��ان ٧.۵ ت��م��ری��ن
دارد. ت��ع��ل��ق م��ث��ل��ث ی��ک ب��ه G۲

.dG(u, v) = ۲ ی��ا dG(u, v) = ۱ ب��ن��اب��رای��ن ب��اش��د. G۲ از ی��ال ی��ک u, v ک��ن��ی��د ف��رض ح��ل
G در ۲ ط��ول ب��ه م��س��ی��ر ی��ک u ∼ w ∼ v ک��ه دارد وج��ود w راس آن�گ��اه ،dG(u, v) = ۲ گ��ر ا
پ��س اس��ت. �اب��ت ث� �م ح��ک� و �ن��د، م��ی�ده� �ی��ل ت��ش��ک� �ل��ث �ث� م� ی��ک G۲ در v و ،w ،u �اب��رای��ن �ن� ب� اس��ت.
ی��ال دو ح��داق��ل G چ��ون ک��ن��ون ا اس��ت. G از ی��ال ی��ک uv ی��ع��ن��ی ،dG(u, v) = ۱ ک��ن��ی��د ف��رض
و ،w ،u ن��ی��ز ح��ال��ت ای��ن در دارد. وج��ود u ب��ا م��ج��اور w راس ی��ک پ��س اس��ت، ه��م��ب��ن��د و دارد

م��ی�ده��ن��د. ت��ش��ک��ی��ل م��ث��ل��ث ی��ک G۲ در v

ک��ن��ی��د. ت��ع��ی��ی��ن را dGk(u, v) م��ق��دار ،dG(u, v) = m گ��ر ا ٧.۶ ت��م��ری��ن

�ق �ب� ط� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در و ،dG(u, v) = m ≤ k �م ی� دار �رض ف� �ق �ب� ط� �اه آن�گ� ،m ≤ k �ر گ� ا ح��ل
�ر گ� ا �ون �ن� ک� ا .dGk(u, v) = ۱ �ی �ن� �ع� ی� �د، �ن� �ت� �س� ه� �اور �ج� م� Gk در v و u �ای راس�ه� Gk �ری��ف �ع� ت�
در ک��ه ،m = kq + r ک��ه دارن��د وج��ود r و q ط��ب��ی��ع��ی اع��داد m ب��ر k ت��ق��س��ی��م ب��ا آن�گ��اه ،m ≤ k

ب��ه G در k ط��ول ب��ه م��س��ی��ر ی��ک ک��ن��ی��د ت��وج��ه .dGk(u, v) = q + ۱ ای��ن�رو از .۰ < r < k آن
�ر �ی� �س� م� q �داد �ع� ت� m = kq + r �ول ط� �ه ب� �ر �ی� �س� م� �ون چ� �ود. �ی�ش� م� �ل �دی� �ب� ت� k �ول ط� �ه ب� �ر �ی� �س� م� �ک ی�

.dGk(u, v) = q + ۱ پ��س دارد، وج��ود r ط��ول ب��ه م��س��ی��ر ی��ک و k ط��ول ب��ه م��ت��وال��ی

ت��ک��م��ی��ل��ی ت��م��ری��ن�ه��ای

(۶,۶,۵,۴,۳,۳,۱) (ب) و (۷,۶,۵,۴,۳,۳,۲) (ال��ف) دن��ب��ال��ه�ه��ای ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان ٩.١
ن��ی��س��ت��ن��د. گ��راف��ی��ک��ی



٢۵ ط��ائ��ری ب��ی��ژن دک��ت��ر گ��راف) ن��ظ��ری��ه ی��ک(ک��ت��ابدرس��ی ف��ص��ل ت��م��ری��ن�ه��ای

آن�گ��اه ب��اش��د، (۷,۶,۵,۴,۳,۳,۲) درج��ه�ی دن��ب��ال��ه�ی ب��ا س��اده گ��راف ی��ک G گ��ر ا (ال��ف) ح��ل
ب��ن��اب��رای��ن و دارن��د وج��ود گ��راف در دی��گ��ر راس ۶ ت��ن��ه��ا ام��ا دارد. وج��ود ۷ درج��ه�ی ب��ا x راس ی��ک

ن��دارد. وج��ود گ��راف��ی چ��ن��ی��ن پ��س اس��ت. ت��ن��اق��ض ک��ه ب��اش��د، ۶ م��ی�ت��وان��د ک��ث��ر ح��دا x درج��ه�ی
دو �اه آن�گ� �د، �اش� ب� (۶,۶,۵,۴,۳,۳,۱) �ه�ی درج� �ه�ی �ال� �ب� دن� �ا ب� �اده س� �راف گ� �ک ی� G �ر گ� ا (ب)
�د، �ون� �ی�ش� م� �ل وص� �ر �گ� دی� راس �ن��ج پ� �ه ب� y و x �رای��ن �اب� �ن� ب� �د. دارن� �ود وج� ۶ �ه�ی درج� �ا ب� y و x راس
۱ درج��ه�ی راس زی��را اس��ت ت��ن��اق��ض ای��ن ب��اش��د، ۲ ح��داق��ل ب��ای��د دی��گ��ر راس�ه��ا�ی درج��ه ی��ع��ن��ی ای��ن

ن��دارد. وج��ود گ��راف��ی چ��ن��ی��ن پ��س دارد. وج��ود گ��راف در

�راف گ� �ک ی� �ه�ی درج� �ه�ی �ال� �ب� دن� �وان �ن� ع� �ه ب� �ا �ه� �ن� ت� �ه ک� �د �ی� �زن� ب� �ه درج� �ه�ی �ال� �ب� دن� �ک ی� از �ی �ال� �ث� م� ٩.٢
ش��ود. م��ح��ق��ق ن��اه��م��ب��ن��د

ی��ک ک��ه ب��اش��د، Kn گ��راف م��ک��م��ل درج��ه�ی دن��ب��ال��ه�ی م��ی�ت��وان��د ت��ن��ه��ا (۰, ۰, . . . , ۰) دن��ب��ال��ه�ی ح��ل
س��ه گ��راف درج��ه�ی دن��ب��ال��ه�ی م��ی�ت��وان��د ت��ن��ه��ا (۱,۱, ۰) دن��ب��ال��ه�ی اس��ت. ی��ال ب��دون راس��ی n گ��راف

اس��ت. دی��گ��ر راس دو ب��ی��ن ی��ال ی��ک و ت��ن��ه��ا راس ی��ک از م��ت��ش��ک��ل راس��ی

.m ≤ n۲

۴ ی��م، دار دوب��خ��ش��ی س��اده�ی گ��راف ی��ک ب��رای ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان ٩.٣

�م �ی� �ی�دان� م� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ت �اب� ث� Kp,q �ل �ام� ک� �ی �ش� �خ� دوب� �راف گ� �رای ب� را �م �ک� ح� �دا �ت� اب� ح��ل
ن��ت��ی��ج��ه در .m(Kp,q) = pq و n(Kp,q) = p+ q

m(Kp,q) ≤
n(Kp,q)

۲

۴
⇐⇒ pq ≤ (p+ q)۲

۴

⇐⇒ ۴pq ≤ p۲ + q۲ + ۲pq

⇐⇒ ۰ ≤ p۲ + q۲ − ۲pq

⇐⇒ ۰ ≤ (p− q)۲

�ر �ظ� ن� در را �ی �ل� ک� �ت �ال� ح� �ون �ن� ک� ا �ت. اس� �ت درس� Kp,q �ل �ام� ک� �ی �ش� �خ� دوب� �راف گ� �رای ب� �م �ک� ح� و
و |X| = p و �د �اش� ب� (X,Y ) �ازی �ی�س� �ش� �خ� دوب� �ا ب� �ی �ش� �خ� دوب� �راف گ� G �د �ی� �ن� ک� ف��رض �م. �ری� �ی� �ی�گ� م�

ی��م دار ب��الا ط��ب��ق و n(G) = p+ q ص��ورت ای��ن در |Y | = q

m = m(G) ≤ m(Kp,q) = pq ≤ (p+ q)۲

۴
=

n۲

۴
.



٢۶ ط��ائ��ری ب��ی��ژن دک��ت��ر گ��راف) ن��ظ��ری��ه ی��ک(ک��ت��ابدرس��ی ف��ص��ل ت��م��ری��ن�ه��ای

ن��ش��ان �اه آن�گ� �ن��د، ب��اش� G گ��راف �ه�ه��ای درج� �م��م �ی� ک��س� �ا م� و �م��م �ی� م��ی�ن� �ی��ب �رت� ت� �ه ب� ،∆ و δ گ��ر ا ٩.۴
.δ ≤ ۲m

n
≤ ∆ ده��ی��د

�ا ب� �رای��ن �اب� �ن� ب� .δ ≤ d(v) ≤ ∆ �م ی� دار v ∈ V �ر ه� ازای �ه ب� .G = (V,E) �ی��د �ن� ک� ف��رض ح��ل
ی��م م��ی�آور دس��ت ب��ه اوی��ل��ر ق��ض��ی��ه�ی ب��ه ت��وج��ه

δ ≤ d(v) ≤ ∆ =⇒
∑
v∈V

δ ≤
∑
v∈V

d(v) ≤
∑
v∈V

∆

=⇒ nδ ≤ ۲m ≤ n∆

=⇒ δ ≤ ۲m

n
≤ ∆.

ن��ب��اش��د �ث��ل��ث م� ش��ام��ل ک��ه راس ۲n ب��ا س��اده �ن��ت��ظ��م ۳-م� گ��راف ی��ک ،n ≥ ۳ ه��ر ازای ب��ه ٩.۵
ب��س��ازی��د.

�م �ی� �ی�ده� م� �رار ق� �م. �ازی� �ی�س� م� �ر زی� �ورت ص� �ه ب� را G = (V,E) �راف گ� ح��ل
در �ر زی� �ورت ص� �ه ب� را G �ای �ال�ه� ی� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� و V = {x۱, x۲, . . . , xn, y۱, y۲, . . . , yn}

م��ی�گ��ی��ری��م: ن��ظ��ر

E = {xiyi | i ≤ ۱ ≤ n} ∪ {xixi+۱ | ۱ ≤ i ≤ n− ۱} ∪

{yiyi+۱ | ۱ ≤ i ≤ n− ۱} ∪ {x۱xn, y۱yn}

xn ،. . . ،x۲ ،x۱ راس�ه��ای ب��ا ت��رت��ی��ب ب��ه آن ط��ول ی��ک روی ک��ه ب��زرگ م��س��ت��ط��ی��ل ی��ک واق��ع در
yn ،. . . ،y۲ ،y۱ �ای راس�ه� �ا ب� �ب �ی� �رت� ت� �ه ب� آن �ر �گ� دی� �ول ط� روی و �ت اس� �ده ش� �ذاری �ب�گ� �س� �رچ� ب�
�ی��ل �ط� �ت� م��س� �م��ودی ع� و �ق��ی اف� ص��ورت ب��ه �ا راس�ه� ای��ن وص��ل از پ��س اس��ت. ش��ده ب��رچ��س��ب�گ��ذاری
�ه س� �ر �اظ� �ن� �ت� م� �ا �ل�ه� �ی� �ط� �ت� �س� م� �ن ای� �ود. �ی�ش� م� �م �ی� �س� �ق� ت� �ک �وچ� ک� �ل �ی� �ط� �ت� �س� م� n − ۱ �داد �ع� ت� �ه ب� �زرگ ب�
ی��ک �ت��دای اب� راس از ی��ال دو �ن��اظ��ر �ت� م� �ع��د ب� �م��وع��ه�ی م��ج� �ن��د. �ت� ه��س� ب��الا ف��رم��ول در اول �ه�ی �م��وع� م��ج�

ب��ب��ی��ن��ی��د) را زی��ر (ش��ک��ل اس��ت ط��ول ه��م��ان ان��ت��ه��ای راس ب��ه ط��ول



٢٧ ط��ائ��ری ب��ی��ژن دک��ت��ر گ��راف) ن��ظ��ری��ه ی��ک(ک��ت��ابدرس��ی ف��ص��ل ت��م��ری��ن�ه��ای

x1 x2 x3 x4 x5

y1 y2 y3 y4 y5

.|X| = |Y | ده��ی��د ن��ش��ان ب��اش��د، م��ن��ت��ظ��م G(X, Y ) دوب��خ��ش��ی گ��راف ی��ک گ��ر ا ٩.۶

و |X| > |Y | لا� �ث� م� �م، �ک� ح� �لاف خ� �ر ب� و �د �اش� ب� �م �ظ� �ت� �ن� k-م� �راف گ� G �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ح��ل
�ر ه� از �ورت ص� �ن ای� در .Y = {y۱, y۲, . . . , yr} و X = {x۱, x۲, . . . , xr, xr+۱, . . .}

k �داد �ع� ت� Y = {y۱, y۲, . . . , yr} �ای �ض� اع� �ه ب� X۱ = {x۱, x۲, . . . , xr} �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �و �ض� ع�
�راف گ� G �ون چ� �ود. �ی�ش� م� وارد Y �ه ب� �ال ی� rk �داد �ع� ت� X۱ از �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ود. �ی�ش� م� �ل وص� �ال ی�
م��ی�ش��ود. وص��ل X۱ اع��ض��ای از ی��ال k ت��ع��داد Y ع��ض��و ه��ر ب��ه پ��س |Y | = r و اس��ت k-م��ن��ت��ظ��م

.|X| = |Y | پ��س اس��ت. ت��ن��اق��ض ک��ه ن��م��ی�ش��ود، وص��ل Y از ع��ض��وی ب��ه xr+۱ ای��ن�رو از

اس��ت. دور ی��ک ش��ام��ل ف��رد ط��ول ب��ه ب��س��ت��ه گ��ش��ت ی��ک س��اده، گ��راف ی��ک در ده��ی��د ن��ش��ان ٩.٧

دل��خ��واه گ��راف ه��ر ب��رای ح��ک��م واق��ع در ن��ی��س��ت، ن��ی��ازی ب��اش��د س��اده گ��راف G ای��ن�ک��ه ف��رض ح��ل
گ��ش��ت ی��ک W �ی��د �ن� ک� ف��رض اس��ت. ف��رد دور ط��ول ک��ه داد ن��ش��ان م��ی�ت��وان �اً �ن� �م� ض� اس��ت. �رق��رار ب�
ف��رد ط��ول ب��ه دور ی��ک ش��ام��ل W م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان k روی اس��ت��ق��را ب��ه ب��اش��د. k ف��رد ط��ول ب��ه ب��س��ت��ه
از �ت. اس� �ه �وق� ط� �ک ی� W �ه �ج� �ی� �ت� ن� در و �ت اس� ۱ �ر �راب� ب� W �ول ط� �اه آن�گ� ،k = ۱ �ر گ� ا �ت. اس�
�ر �ث� ک� �دا ح� �ول ط� �ه ب� �ه �ت� �س� ب� �ت �ش� گ� �ر ه� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ون �ن� ک� ا �ت. اس� ۱ �رد ف� �ول ط� �ه ب� دور W �ن�رو ای�

ک��ن��ی��د ف��رض ب��اش��د. دور ی��ک ش��ام��ل k = ۲r − ۱

u = v۰, e۱, v۱, e۱, . . . , e۲r+۱, v۲r+۱ = v

ی��ک W آن�گ��اه ن��ب��اش��د، ت��ک��راری راس ش��ام��ل W گ��ر ا ب��اش��د. ۲r+ ۱ ط��ول ب��ه ب��س��ت��ه گ��ش��ت ی��ک
۰ ≤ i < j ≤ ۲r+۱ ن��ت��ی��ج��ه در ب��اش��د، ت��ک��راری راس دارای W ک��ن��ی��د ف��رض پ��س اس��ت. دور



٢٨ ط��ائ��ری ب��ی��ژن دک��ت��ر گ��راف) ن��ظ��ری��ه ی��ک(ک��ت��ابدرس��ی ف��ص��ل ت��م��ری��ن�ه��ای

گ��ر ا ب��س��ت��ه�ی گ��ش��ت دو ب��ه م��ی�ت��وان��ی��م را W ص��ورت ای��ن در vi = vj ک��ه دارن��د وج��ود

v۰, . . . , vi = vj, . . . , vk+۱

vi, . . . , ei+۱, . . . , vj

�ن �رای� �اب� �ن� ب� و �ت، اس� ۲r − ۱ �ر �ث� ک� �دا ح� �رد ف� �ول ط� دارای �ت �ش� گ� دو �ن ای� از �ی �ک� ی� �م. �ی� �ن� ک� �ه �زی� �ج� ت�
اس��ت. ث��اب��ت ح��ک��م پ��س اس��ت. ف��رد ط��ول ب��ه دور ی��ک ش��ام��ل اس��ت��ق��را ف��رض ط��ب��ق

اس��ت. م��س��ی��ر u− v ی��ک ش��ام��ل گ��ش��ت u− v ه��ر م��س��ال��ه ی��ک

ث��اب��ت k روی �ت��ق��را اس� ب��ه را ح��ک��م ب��اش��د. k ط��ول ب��ه گ��ش��ت u− v ی��ک W �ی��د �ن� ک� ف��رض ح��ل
�ر ه� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ون �ن� ک� �ت. اس� �ر �ی� �س� م� �ک ی� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در و �ال ی� W �اه آن�گ� ،k = ۱ �ر گ� ا �م. �ی� �ن� �ی�ک� م�

ک��ن��ی��د ف��رض ب��اش��د. م��س��ی��ر u = v ی��ک ش��ام��ل k ک��ث��ر ح��دا ط��ول ب��ه گ��ش��ت u− v

W : u = v۰, e۱, v۱, e۱, . . . , ek+۱, vk+۱ = v

�اه آن�گ� �د، �اش� ب� �ه �ت� �داش� ن� �راری �ک� ت� راس W �ر گ� ا �د. �اش� ب� k + ۱ �ول ط� �ه ب� �ت �ش� گ� u = v �ک ی�
�ه �ج� �ی� �ت� ن� در �د، �اش� ب� �راری �ک� ت� راس دارای W �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �س پ� �ت. اس� �ر �ی� �س� م� �ک ی� W
vi ب��ی��ن ی��ال�ه��ای و راس�ه��ا ه��م��ه�ی ح��ذف ب��ا .vi = vj ک��ه دارن��د وج��ود ۰ ≤ i < j ≤ ۲r+ ۱

ای��ن ط��ول ی��م. م��ی�آور دس��ت� ب��ه را u = v۰, . . . , vi = vj, . . . , vk+۱ = v ج��دی��د گ��ش��ت ،vj و
اس��ت. م��س��ی��ر u− v ی��ک ش��ام��ل اس��ت��ق��را ف��رض ط��ب��ق پ��س اس��ت. k ب��راب��ر ک��ث��ر ح��دا گ��ش��ت

و راس n �ه، �ف� �ول� م� ω دارای �ه ک� �د �ی� �زن� ب� �اده س� �د �ن� �ب� �م� �اه� ن� �راف گ� �ک ی� از �ی �ال� �ث� م� ٩.٨
ب��اش��د. ی��ال ۱

۲(n− ω)(n− ω + ۱)

�ال ی� ی��ک و �ا �ه� �ن� ت� راس ی��ک از �ل �ک� �ش� �ت� م� G �د، �ری� �ی� �گ� ب� �ر �ظ� درن� را G = K۱ ∪K۲ �راف گ� ح��ل
ی��م دار و ω = ۲ و n = ۳ ص��ورت ای��ن در اس��ت.

۱

۲
(n− ω)(n− ω + ۱) =

۱

۲
(۳ − ۲)(۳ − ۲ + ۱) = ۱ = m(G).

آن�گ��اه ب��اش��د، G زی��رگ��راف H گ��ر ا ک��ن��ی��د: رد ی��ا اث��ب��ات ٩.٩
.δ(H) ≤ δ(G) (ال��ف)
.∆(H) ≤ ∆(G) (ب)
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.δ(H) = ۲ > ۱ = δ(G) داری��م زی��ر ش��ک��ل در ن��ی��س��ت. درس��ت (ال��ف) ح��ل

G H

�ر �ظ� ن� در را dH(v) = ∆(H) �ه�ی درج� �ا ب� v ∈ V (H) راس �ک ی� �ت. اس� �ت درس� (ب)
.∆(H) = dH(v) ≤ dG(v) ≤ ∆(G) ب��ن��اب��رای��ن م��ی�گ��ی��ری��م.

اس��ت. ه��م��ب��ن��د G آن�گ��اه ،m > ۱
۲(n− ۱)(n− ۲) گ��ر ا ده��ی��د ن��ش��ان ٩.١٠

داری��م ١.۴.٨ ق��ض��ی��ه�ی و ف��رض ب��ه ت��وج��ه ب��ا ب��اش��د. G م��ول��ف��ه�ه��ای ت��ع��داد ω ک��ن��ی��د ف��رض ح��ل
۱

۲
(n− ۱)(n− ۲) < m ≤ ۱

۲
(n− ω)(n− ω + ۱)

�اه آن�گ� ،ω ≥ ۲ �ر گ� ا �ون �ن� ک� ا .(n − ۱)(n − ۲) < (n − ω)(n − ω + ۱) �ه �ج� �ی� �ت� ن� در و
ن��ت��ی��ج��ه در و n− ω + ۱ ≤ n− ۱ و n− ω ≤ n− ۲

(n− ۱)(n− ۲) < (n− ω)(n− ω + ۱) < (n− ۱)(n− ۲),

اس��ت. ه��م��ب��ن��د G ی��ع��ن��ی ،ω = ۱ پ��س اس��ت. ت��ن��اق��ض ک��ه

اس��ت. دور ی��ک ش��ام��ل G آن�گ��اه ،δ ≥ ۲ گ��ر ا ده��ی��د ن��ش��ان ٩.١١
P : x۱ ∼ x۲ ∼ · · · ∼ xk �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �اش� ب� G از �ه� �ف� �ول� م� �ک ی� G۱ �د �ی� �ن� ک� �رض ف�
�ن ای� دارد. �ری �گ� دی� �اور �ج� م� x۲ �ز �ج� ب� x۱ پ��س δ ≥ ۲ �ون چ� �د. �اش� ب� G۱ در �ر �ی� �س� م� �ن �ری� �ی�ت� �ولان� ط�
P از �ر �ی�ت� �ولان� ط� �ر �ی� �س� م� ص��ورت ای��ن �ر �ی� غ� در �را زی� �د، �اش� ب� P �ر �ی� �س� م� رئ��وس از �د �ای� ب� �اً �م� �ت� ح� �اور �ج� م�
�ن ای� در �ت. اس� x۱ �ا ب� �اور �ج� م� �ه ک� �د �اش� ب� P در �ی راس� �ن �ی� اول� xt �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �ی�آی� م� �ت دس� �ه ب�

اس��ت. دور ی��ک x۱ ∼ x۲ ∼ · · ·xt ∼ x۱ ص��ورت

اس��ت. ی��ال م��ج��زا دور k ش��ام��ل G ک��ه ک��ن��ی��د ث��اب��ت ،δ(G) ≥ ۳k − ۱ گ��ر ا ٩.١٢

و δ(G) ≥ ۲ �اه گ� آن ،k = ۱ �ر گ� ا �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ت �اب� ث� را �م �ک� ح� k روی �را �ق� �ت� اس� �ه ب� ح��ل
�ا ب� �راف گ� �ر ه� �رای ب� �م �ک� ح� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ون �ن� ک� ا �ت. اس� دور ۱ �ل �ام� ش� G �ل �ب� ق� �ه�ی �ال� �س� م� �ق �ب� ط�
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δ(G) ≥ ۳k−۱ ب��ا گ��راف ی��ک G و k ≥ ۲ ک��ن��ی��د ف��رض ب��اش��د. درس��ت δ ≥ ۳(k−۱)−۱

C۱ �ث��ل م� دور ی��ک �ل �ام� ش� G �ب��ل ق� �ه�ی �ال� �س� م� �ق �ب� ط� پ��س δ(G) ≥ ۳k − ۱ ≥ ۲ چ��ون �د. �اش� ب�
C۱ ح��دف پ��س اس��ت ۲ درج��ه�ی از C راس ه��ر چ��ون G۱ = G− C۱ �ی��م م��ی�ده� �رار ق� اس��ت.

ای��ن�رو از .δ(G۱) ≥ δ(G)− ۲ ی��ع��ن��ی م��ی�ک��ن��د، ک��م δ(G) از درج��ه ۲ ک��ث��ر ح��دا G از
δ(G۱) ≥ δ(G)− ۲ ≥ ۳k − ۱ − ۲ = ۳(k − ۱) ≥ ۳(k − ۱)− ۱

دور k ت��ع��داد C۱ ه��م��راه ب��ه ک��ه اس��ت م��ج��زا-ی��ال دور k − ۱ ش��ام��ل G۱ �ت��ق��را اس� ف��رض ط��ب��ق و
م��ی�آی��د. دس��ت ب��ه G در م��ج��زا-ی��ال

دو �ر �ث� ک� �دا ح� Gc �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ت �اب� ث� �د، �اش� ب� �ه �ت� �خ� آوی� راس دو �ا ب� �اده س� �راف گ� �ک ی� G �ر گ� ا ٩.١٣
آوی��خ��ت��ه راس دو دق��ی��ق��اً Gc و G ه��ردوی ک��ه ب��زن��ی��د G گ��راف ی��ک از م��ث��ال��ی دارد. آوی��خ��ت��ه راس

ب��اش��ن��د. داش��ت��ه

v �ا ب� �اور �ج� م� راس x �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �ن� �اش� ب� G از �ه �ت� �خ� آوی� راس دو w و v �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ح��ل
و x �ای راس�ه� �ا �ه� �ن� ت� �ورت ص� �ن ای� در .(x = y �ت اس� �ن �ک� �م� (م� �د �اش� ب� w �ا ب� �اور �ج� م� راس y و
�ر �ث� ک� �دا ح� �ه�ی درج� دارای �ر �گ� دی� �ای راس�ه� �را زی� �د، �ن� �اش� ب� �ه �ت� �خ� آوی� �ای راس�ه� Gc در �د �ن� �وان� �ی�ت� م� y
راس دو دارای �ت، اس� �ودش خ� P c

۴ = P۴ آن �ل �م� �ک� م� �ه ک� ،P۴ �راف گ� �د. �ن� �ت� �س� ه� G در n − ۳

اس��ت. آوی��خ��ت��ه

�ه ب� Cn دور �ای �ی�ه� �ت� �خ� ی� �ودر خ� �روه گ� �ی �ررس� ب� �رای ب� �ی: �ه� وج� دو �روه گ� �اره�ی درب� �ری �ص� �ت� �خ� م�
ب��رای م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ررس��ی م��خ��ت��ص��ر ط��ور ب��ه را گ��روه ای��ن ی��م. دار ن��ی��از وج��ه��ی دو گ��روه م��ف��ه��وم دان��س��ت��ن
ط��ائ��ری، ب��ی��ژن ت��ال��ی��ف م��ج��رد، ج��ب��ر م��ب��ان��ی ک��ت��اب م��ث��لا) ج��ب��ر ک��ت��اب�ه��ای ب��ه �ت��ر ب��ی��ش� م��ط��ال��ب دی��دن

ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه اص��ف��ه��ان) ص��ن��ع��ت��ی دان��ش��گ��اه ان��ت��ش��ارات
اس��ت. م��خ��ت��ص��ات م��ب��دا آن م��رک��ز ک��ه ب��اش��د م��ن��ت��ظ��م ض��ل��ع��ی n ی��ک Pn و n ≥ ۳ ک��ه ک��ن��ی��د ف��رض
ت��ق��ارن ی��ک را ،φ(Pn) = Pn ی��ع��ن��ی ک��ن��د، ح��ف��ظ را Pn ک��ه φ : R۲ → R۲ دوس��وی��ی ت��اب��ع ی��ک
ح��ول دوران n : از �ن��د �ارت� �ب� ع� Pn �ارن�ه��ای �ق� ت� �ه ک� �ود م��ی�ش� داده ن��ش��ان �ه �ن��دس� ه� در �م. �ی� �ام� م��ی�ن� Pn

ان��دازه�ی ب��ه م��خ��ت��ص��ات م��ب��دا
۲kπ

n
, k = ۰,۱, . . . , n− ۱
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ک��ه ان��ع��ک��اس n و
م��ی�ک��ن��د. وص��ل م��ق��اب��ل ض��ل��ع وس��ط ب��ه را راس ه��ر ک��ه خ��ط��وط��ی ب��ه ن��س��ب��ت ب��اش��د، ف��رد n گ��ر ا (آ)
را م��ق��اب��ل ض��ل��ع دو وس��ط ی��ا و م��ق��اب��ل راس دو ک��ه خ��ط��وط��ی ب��ه ن��س��ب��ت ب��اش��د، زوج n گ��ر ا (ب)

م��ی�ک��ن��د. وص��ل ه��م ب��ه
�ی��ب �رک� ت� �ل �م� ع� �ح��ت ت� �ا �ارن�ه� �ق� ت� �ن ای� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �د. �ن� �ت� �س� ه� �ا ت� ۲n �ا �ق� �ی� دق� Pn �ارن�ه��ای �ق� ت� �ن �رای� �اب� �ن� ب�
ب��ا و م��ی�ن��ام��ی��م ۲n م��رت��ب��ه�ی از دووج��ه��ی گ��روه آن�را ک��ه م��ی�ده��ن��د ت��ش��ک��ی��ل ن��اآب��ل��ی گ��روه ی��ک ت��واب��ع
�ه ب� را Dn اع��ض��ای �ر گ� ا �ن��د). م��ی�ده� ن��ش��ان D۲n �ا ب� آن�را �ا �ت��اب�ه� ک� �ع��ض��ی (ب� �م �ی� م��ی�ده� ن��ش��ان Dn

�ر گ� ا �ت. اس� SR۲ �روه �رگ� زی� ی��ک Dn �اه آن�گ� �م، �ی� �ن� ک� �ور �ص� ت� R۲ �ه ب� R۲ از �ی �وی� دوس� �ع �واب� ت� �ورت ص�
ب��ه را Dn اع��ض��ای و ک��ن��ی��م ش��م��اره�گ��ذاری X = {۱,۲, . . . , n} ب��ا را Pn راس�ه��ای م��ج��م��وع��ه�ی
�رض ف� �ت. اس� Sn �روه �رگ� زی� ی��ک Dn �اه آن�گ� �م، �ی� �ن� ک� �ور �ص� ت� X �ه ب� X از �ی �وی� دوس� �ع �واب� ت� �ورت ص�

ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. D۲n در دل��خ��واه ان��ع��ک��اس ی��ک ε و ۲π

n
ان��دازه�ی ب��ه چ��رخ��ش ρ ک��ه ک��ن��ی��د

ک��ه دی��د م��ی�ت��وان س��ادگ��ی ب��ه
ρn = ε۲ = (ρε)۲ = ۱.

ی��ع��ن��ی
D۲n = {۱, ρ, ρ۲, . . . , ρn−۱, ε, ερ, ερ۲, . . . , ερn−۱}.

�اه آن�گ� �م، �ی� �ن� ک� �ذاری �اره�گ� �م� ش� n ،. . . ،۲ ،۱ �ا ب� را �م �ظ� �ت� �ن� م� �ی �ع� �ل� ض� n �ای راس�ه� �ر گ� ا
�ا ب� را ε �اس �ک� �ع� ان� و ρ = (۱ ۲ ۳ · · · n) �ت �ش� �گ� �ای� ج� �ا ب� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� را ρ دوران
در �دی �ع� ب� �ای دوره� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� n �ودن ب� زوج �ا ی� �رد ف� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� ،ε = (۱n)(۲ n − ۱) · · ·

�اه آن�گ� �د، �اش� ب� �رد ف� n = ۲k − ۱ �ر گ� ا �ع واق� در �م. �ی� �ن� ک� �ص �خ� �ش� م� �م، �ی� �س� �وی� �ن� ب� را ε �ه�ی �زی� �ج� ت�
�ع واق� در �د)، �ن� �ی�ک� م� �ر �وی� �ص� ت� k �ه ب� را k ،ε (و ،ε = (۱ n)(۲ n − ۱) · · · (k − ۱ k + ۱)

و �ت؛ اس� آن �ل �اب� �ق� م� �ع �ل� ض� �ط وس� و ۱ �اره�ی �م� ش� راس از �ده �ذرن� گ� �ط خ� �ه ب� �ت �ب� �س� ن� �اس �ک� �ع� ان� ε
k �ه ب� را k ،ε (و ،ε = (۱ n)(۲ n− ۱) · · · (k − ۱ k) �اه آن�گ� �د، �اش� ب� زوج n = ۲k �ر گ� ا
و n و ۱ رئ��وس ب��ا ض��ل��ع وس��ط از گ��ذرن��ده خ��ط ب��ه ن��س��ب��ت ان��ع��ک��اس ε واق��ع در م��ی�ک��ن��د)، ت��ص��وی��ر

اس��ت؛ k و k − ۱ رئ��وس ب��ا ض��ل��ع

اس��ت. ۲n م��رت��ب��ه�ی از دووج��ه��ی گ��روه ،Dn ب��راب��ر Γ(Cn) ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان ٩.١۴
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�ان �ش� ن� �الا ب� �ث �ح� ب� �اه آن�گ� �م، �ی� �ن� ک� �ور �ص� ت� �م �ظ� �ت� �ن� م� �ی �ع� �ل� n-ض� روی �ر ب� را Cn �وس رئ� �ر گ� ا ح��ل
.Γ(Cn) = Dn ک��ه م��ی�ده��د

ک��ن��ی��د. ت��ع��ی��ی��ن را ،p ̸= q ،Γ(Kp,q) ٩.١۵

�راف گ� �ش �خ� ب� دو Y = {y۱, y۲, . . . , yq} و X = {x۱, x۲, . . . , xp} �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ح��ل
ب��ن��اب��رای��ن اس��ت، Kp,q ی��خ��ت��ی خ��ودر ی��ک X روی ج��ای��گ��ش��ت ه��ر ب��اش��ن��د. Kp,q ک��ام��ل دوب��خ��ش��ی
ب��ن��اب��رای��ن اس��ت، Kp,q ی��خ��ت��ی خ��ودر ی��ک ن��ی��ز Y روی ج��ای��گ��ش��ت ه��ر ه��م�چ��ن��ی��ن SX؛ ⊆ Γ(Kp,q)

ای��ن�رو از .SY ⊆ Γ(Kp,q)

{αβ | α ∈ SX , β ∈ SY } ⊆ Γ(Kp,q),

�م، �ی� �ن� �ی�ک� م� �ور ت��ص� φ ∈ SX∪Y �گ��ش��ت �ای� ج� ی��ک �وان �ن� ع� �ه ب� را φ ∈ SX �گ��ش��ت �ای� ج� �ر ه� آن در �ه ک�
�ن��وان ع� �ه ب� را φ ∈ SY �ای��گ��ش��ت ج� ه��ر ص��ورت �ی��ن �م� ه� �ه ب� م��ی�دارد؛ �ه �گ� ن� �اب��ت ث� را Y اع��ض��ای �ه ک�

م��ی�دارد. ن��گ��ه ث��اب��ت را X اع��ض��ای ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م، ت��ص��ور φ ∈ SX∪Y ج��ای��گ��ش��ت ی��ک
را X اع��ض��ای φ پ��س ،p ̸= q چ��ون �اه آن�گ� �د، �اش� ب� Kp,q از �ت��ی �خ� ی� �ودر خ� ی��ک φ �ر گ� ا �ک��س �رع� ب�
م��ی�ت��وان ای��ن�رو از م��ی�ک��ن��د. ج��اب��ج��ا خ��ودش��ان ب��ی��ن را Y اع��ض��ای و م��ی�ک��ن��د ج��اب��ج��ا خ��ودش��ان ب��ی��ن

ب��ن��اب��رای��ن .β ∈ SY و α ∈ SX آن در ک��ه φ = αβ ن��وش��ت
Γ(Kp,q) = {αβ | α ∈ SX , β ∈ SY }.

ک��ن��ی��د. ت��ع��ی��ی��ن را Pn (ب) K۴؛ − e (ال��ف) ی��خ��ت��ی�ه��ای خ��ودر گ��روه م��رت��ب��ه�ی ٩.١۶

�ه ب� K۴ − e �راف گ� �ورت ص� �ن ای� در e = ac و V (K۴) = {a, b, c, d} �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ح��ل
اس��ت: زی��ر ص��ورت

a b

cd

از ع��ب��ارت��ن��د Γ(K۴ − e) اع��ض��ای ک��ه اس��ت واض��ح ش��ک��ل ب��ه ت��وج��ه ب��ا
φ۰ = (), φ۱ = (a c), φ۲ = (b d), φ۳ = (a c)(b d).
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اس��ت. ع��ض��وی ۴ گ��روه ی��ک Γ(K۴ − e) ب��ن��اب��رای��ن
�ک ی� ϕ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �اش� ب� x۱ ∼ x۲ ∼ · · · ∼ xn �ی راس� n �ر �ی� �س� م� Pn �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ون �ن� ک� ا
دو پ��س دارن��د وج��ود Pn در xn و x۱ آوی��خ��ت��ه�ی راس دو ت��ن��ه��ا چ��ون ب��اش��د. Pn از ی��خ��ت��ی خ��ودر

م��ی�ده��د: رخ ح��ال
�ی �ن� �ع� ی� ،ϕ(x۱) ∼ ϕ(x۲) �س پ� x۱ ∼ x۲ �ون چ� �ت �ال� ح� �ن ای� در :ϕ(x۱) = x۱ اول �ت �ال� ح�
،ϕ(xi) = xi ی��م م��ی�آور دس��ت ب��ه اس��ت��دلال ه��م��ی��ن ب��ا و ϕ(x۲) = x۲ ای��ن�رو از x۱ ∼ ϕ(x۲)

اس��ت. ه��م��ان��ی ج��ای��گ��ش��ت ϕ = () ای��ن�رو از i = ۱,۲, . . . , n ه��ر ازای ب��ه
x۱ ∼ x۲ �ون چ� .ϕ(xn) = x۱ �م ی� دار �ت �ال� ح� �ن ای� در :ϕ(x۱) = xn دوم �ت �ال� ح�
�ون �ن� ک� ا .ϕ(x۲) = xn−۱ �ن�رو ای� از xn ∼ ϕ(x۲) �ی �ن� �ع� ی� ،ϕ(x۱) ∼ ϕ(x۲) �س پ�
�ن�رو ای� از ϕ(xn−۱) ∼ x۱ �ی �ن� �ع� ی� ،ϕ(xn−۱) ∼ ϕ(xn) �س پ� xn−۱ ∼ xn �ون چ�
�اه آن�گ� �د، �اش� ب� �رد ف� n = ۲k + ۱ �ر گ� ا �م �ی� �اب� �ی�ی� در�م� �دلال �ت� اس� �ن ای� �ه�ی ادام� �ا ب� .ϕ(xn−۱) = x۲

ϕ(xk)؛ = xk ی��م دار ح��ال��ت ای��ن در ک��ن��ی��د ت��وج��ه ،ϕ = (x۱ xn)(x۲ xn−۱) · · · (xk−۱ xk+۱)

�ه �ج� �ی� �ت� ن� در .ϕ = (x۱ xn)(x۲ xn−۱) · · · (xk−۱ xk) �اه آن�گ� �د، �اش� ب� زوج n = ۲k �ر گ� ا و
اس��ت. ع��ض��وی ۲ گ��روه ی��ک Γ(Pn)

ی��ال��ی گ��راف اس��ت. ۲n− ۴ درج��ه�ی از م��ن��ت��ظ��م گ��راف Kn ی��ال��ی گ��راف ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان ٩.١٧
ک��ن��ی��د. رس��م را K۴

�ه ک� �م �ی� �ی�دان� م� �اه آن�گ� ،e = uv ∈ E(G) و �د �اش� ب� G �راف گ� �ی �ال� ی� �راف گ� L(G) �ر گ� ا ح��ل
پ��س اس��ت n− ۱ ب��راب��ر Kn از راس ه��ر درج��ه�ی چ��ون .dL(G)(e) = dG(u) + dG(v)− ۲

dL(Kn)(e) = dKn(u) + dKn(v)− ۲ = n− ۱ + n− ۱ − ۲ = ۲n− ۴.

�ا ب� را K۴ �ای راس�ه� �ل �ک� ش� �ن ای� در �ت. اس� �ده ش� داده �ان �ش� ن� �ر زی� �ل �ک� ش� در K۴ �ی �ال� ی� �راف گ�
�ا ب� را L(K۴) �ای راس�ه� �د. �ده�ان� ش� داده �ان �ش� ن� �ن �ی� �ه�چ� �ط� �ق� ن� �ا ب� آن �ای �ال�ه� ی� و �ی �ال� �وخ� ت� �ای �ره�ه� دای�

ش��ده�ان��د. داده ن��ش��ان س��ی��اه خ��ط��وط ب��ا آن ی��ال�ه��ای و ت��وپ��ر دای��ره�ه��ای
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گ��راف اس��ت. p+ q − ۲ درج��ه�ی از م��ن��ت��ظ��م گ��راف Kp,q ی��ال��ی گ��راف ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان ٩.١٨
ک��ن��ی��د. رس��م را K۲,۳ ی��ال��ی

آن�گ��اه ،e = uv ∈ E(Kp,q) گ��ر ا ح��ل
dL(Kp,q)(e) = dKp,q(u) + dKp,q(v)− ۲ = p+ q − ۲.

�ا ب� را K۲,۳ �ای راس�ه� �ل �ک� ش� �ن ای� در �ت. اس� �ده ش� داده �ان �ش� ن� �ر زی� �ل �ک� ش� در K۲,۳ �ی �ال� ی� �راف گ�
�ا ب� را L(K۲,۳) راس�ه��ای ش��ده�ان��د. داده ن��ش��ان �ی��ن �ه�چ� �ق��ط� ن� �ا ب� آن ی��ال�ه��ای و �ال��ی ت��وخ� �ره�ه��ای دای�

ش��ده�ان��د. داده ن��ش��ان س��ی��اه خ��ط��وط ب��ا آن ی��ال�ه��ای و ت��وپ��ر دای��ره�ه��ای

�چ �ی� ه� �ر گ� ا �ا �ه� �ن� ت� و �ر گ� ا �ت اس� �ل �ام� ک� �ی �ش� �خ� دوب� G �د �ن� �ب� �م� ه� �راف گ� �ک ی� �ه ک� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� ٩.١٩
ن��ب��اش��د. P۴ ی��ا K۳ ب��راب��ر G ال��ق��ای��ی زی��رگ��راف

ن��ش��ان ب��ای��د ب��اش��د. ،Y و X دوب��خ��ش��ی�س��ازی ب��ا ک��ام��ل، دوب��خ��ش��ی G ک��ن��ی��د ف��رض (⇐=) ح��ل
را راس ۳ از م��ت��ش��ک��ل {a, b, c} م��ج��م��وع��ه�ی ن��دارد. P۴ ی��ا K۳ ب��راب��ر ال��ق��ای��ی زی��رگ��راف G ده��ی��م
�ال ی� �ک ی� ab �ر گ� ا �م. �ری� �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در را G[{a, b, c}] �ی �ای� �ق� ال� �راف �رگ� زی� �م. �ری� �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در
�ک ی� در a �س پ� �د، �ون� �ی�ش� �م� ن� �ل وص� �م ه� �ه ب� �ش �خ� ب� �ک ی� در �ع واق� �ای راس�ه� �ون چ� �اه آن�گ� �د، �اش� ب�
�ال ی� ی��ک ac �ر گ� ا �ن��ون ک� ا �د. �رن� �ی� �ی�گ� م� �رار ق� ،Y لا� �ث� م� �ر، �گ� دی� ب��خ��ش ی��ک در b و ،X لا� �ث� م� ب��خ��ش،
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�راف �رگ� زی� �س پ� �ت. �س� �ی� ن� �ال ی� �ک ی� bc �ورت ص� �ن ای� در �رد. �ی� گ� �رار ق� Y در �د �ای� ب� c �اه آن�گ� �د، �اش� ب�
ن��ی��س��ت. K۳ ب��راب��ر G[{a, b, c}] ال��ق��ای��ی

زی��رگ��راف ک��ن��ی��د ف��رض م��ی�گ��ی��ری��م. ن��ظ��ر در را راس ۴ از م��ت��ش��ک��ل {a, b, c, d} م��ج��م��وع��ه�ی ک��ن��ون ا
�ن ای� در .a ∈ X �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �اش� ب� P۴ : a ∼ b ∼ c ∼ d �ر �راب� ب� G[{a, b, c, d}] �ای��ی �ق� ال�
،c ∈ X ،b ∈ Y پ��س ن��م��ی�ش��ون��د، وص��ل ه��م ب��ه ب��خ��ش ی��ک در واق��ع راس�ه��ای چ��ون ص��ورت،
ش��ود. وص��ل d ب��ه �د �ای� ب� a و اس��ت �ام��ل ک� دوب��خ��ش��ی G �را زی� �ی��س��ت ن� �ک��ن �م� م� ای��ن �ا ام� .d ∈ Y و

ن��ی��س��ت. P۴ ب��راب��ر G[{a, b, c, d}] ال��ق��ای��ی زی��رگ��راف پ��س
ن��دارد. ۲k+ ۱ ط��ول ب��ه دور ه��ی��چ ش��ام��ل G ک��ه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان k روی اس��ت��ق��را ب��ه اب��ت��دا (=⇒)

�ت، �س� �ی� ن� ۳-دور �ل �ام� ش� G پ��س �ت، �س� �ی� ن� �ی) �ای� �ق� ال� �راف �رگ� زی� �وان �ن� ع� �ه (ب� C۳ �ل �ام� ش� G �ون چ�
�ه ب� دور �ی��چ ه� �ام��ل ش� G و k > ۲ �ی��د �ن� ک� ف��رض �ون �ن� ک� ا اس��ت. �رار �رق� ب� k = ۱ ب��رای �م �ک� ح� �ن��ی �ع� ی�
ف��رض ن��ی��س��ت. ۲k-دور + ۱ ش��ام��ل G ده��ی��م ن��ش��ان ب��ای��د ن��ب��اش��د. �۲k − ۱ ،. . . ،۵ ،۳ ط��ول
G از e �ال ی� �ک ی� �ر گ� ا �د. �اش� ب� ۲k + ۱ �ول ط� �ه ب� C دور ی��ک �ل �ام� ش� G و �د �اش� �ب� ن� �ن �ی� �ن� چ� �د �ی� �ن� ک�
دو �ام��ل ش� G �اه آن�گ� �اش��د، ب� �اور �ج� م� C از �اور �ج� �ام� ن� راس دو �ا ب� �ا ب� ط��وری �ه ب� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج�
�م �م� �ی� �ی�ن� م� C۱ ط��ول �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �خ��اب �ت� ان� �وری ط� را e ی��ال اس��ت. �ر �ت� �م� ک� �ول ط� �ا ب� C۲ و C۱ دور
و C۱ ص��ورت ای��ن در ام��ا ن��ی��س��ت��ن��د. ف��رد C۲ و C۱ ط��ول�ه��ای اس��ت��ق��را ف��رض ط��ب��ق ک��ن��ون ا ب��اش��د.

اس��ت. ف��رض ب��ا م��ت��ن��اق��ض ک��ه اس��ت، ال��ق��ای��ی زی��رگ��راف ع��ن��وان ب��ه P۴ ش��ام��ل G ن��ت��ی��ج��ه در
Y و X �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ت. اس� �ی �ش� �خ� دوب� G �ی �ن� �ع� ی� �ت، �س� �ی� ن� �رد ف� �ول ط� �ه ب� دور �ل �ام� ش� G پ��س
�ه �ج� �ی� �ت� ن� G �ودن ب� �د �ن� �ب� �م� ه� �اه آن�گ� ،|Y | = ۱ �ا ی� |X| = ۱ �ر گ� ا �د. �ن� �اش� ب� G �ش��ی �خ� ب� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� م�
�ر ه� �م �ی� ده� �ان �ش� ن� �د �ای� ب� .|Y | > ۱ و |X| > ۱ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �س پ� �ت. اس� �ل �ام� ک� G �ه ک� �د �ی�ده� م�
y ∈ Y و x ∈ X و �د �اش� �ب� ن� �ن �ی� �ن� چ� �د �ی� �ن� ک� ف��رض اس��ت. �اور �ج� م� Y از راس �ر ه� �ا ب� X از راس
�ول ط� �ا ب� �ر �ی� �س� م� x − y ی��ک �ت، اس� �د �ن� �ب� �م� ه� G �ون چ� .xy ̸∈ E(G) �ه ک� �د �ن� �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج�
�د �ن� �ت� �س� ه� �اوت �ف� �ت� م� �ی �ش� �خ� ب� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� در y و x چ��ون دارد. �ود وج� G در P �د �ن� �ان� م� �م �م� �ی� �ی�ن� م�
�ت. اس� ۳ �ر �راب� ب� �ل �داق� ح� P �ول ط� ،xy ̸∈ E(G) �ون چ� آن �ر ب� �لاوه ع� �ت. اس� �رد ف� P �ول ط� پ��س
�ت اس� �ن �ک� �م� م� و y′ ̸= y آن در �ه ک� ،P : x ∼ y′ ∼ x′ ∼ y′′ ∼ · · · ∼ y �د �ی� �ن� ک� �رض ف�
�ی��ن �ن� ه��م�چ� .xy′′ ̸∈ E(G) پ��س اس��ت، �ی��م��م م��ی�ن� P ط��ول چ��ون ب��اش��د. ب��رق��رار y′′ = y ت��س��اوی
م��ش��اب��ه ط��ری��ق ب��ه .xx′ ̸∈ E(G) ب��ن��اب��رای��ن و ه��س��ت��ن��د م��ت��ع��ل��ق ب��خ��ش��ی م��ج��م��وع��ه�ی ی��ک ب��ه x′ و x
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ی��ک {x, y, x′, y′′} ت��وس��ط ش��ده �ق��ا ال� �رگ��راف زی� �ه ک� �م �ری� �ی� م��ی�گ� �ه �ی��ج� �ت� ن� ای��ن�رو از y′y′′ ̸∈ E(G)

اس��ت. ت��ن��اق��ض ک��ه اس��ت، ۴ ط��ول ب��ه م��س��ی��ر

�ه ک� ،diam(G) ≥ ۳ و �د �اش� ب� �د �ن� �ب� �م� ه� �راف گ� G �ر گ� ا �ه ک� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� ٩.٢٠
و �ت اس� �د �ن� �ب� �م� ه� Gc �اه آن�گ� ،diam(G) = max{d(u, v) : u, v ∈ V (G)} آن در

اس��ت. ٣ ی��ا ٢ ق��ط��ر دارای خ��ود-م��ک��م��ل گ��راف ی��ک وی��ژه ب��ه .diam(Gc) ≤ ۳

و dG(u, v) ≥ ۳ �ه ک� �د دارن� وج��ود G از v و u راس دو پ��س diam (G) ≥ ۳ چ��ون ح��ل
u ف��رض ط��ب��ق ب��اش��ن��د. دل��خ��واه راس دو y و x ک��ن��ی��د ف��رض ک��ن��ون ا .dGc(u, v) = ۱ ن��ت��ی��ج��ه در
�رض ف� .dGc(v, x) = ۱ �ا ی� dGc(u, x) = ۱ �ه �ج� �ی� �ت� ن� در و �د، �ن� �ت� �س� �ی� ن� �اور �ج� م� x �ا ب� G در v و
�ه �ج� �ی� �ت� ن� �ه �اب� �ش� م� �ق �ری� ط� �ه ب� �د. �اش� ب� �رار �رق� ب� �اوی �س� ت� �ن �ی� اول� �ت �ی� �ل� ک� از �دن ش� �م ک� �دون ب� �د �ی� �ن� ک�
و دارد وج��ود xuy ی��ا xuy م��س��ی��ر ی��ک Gc در ب��ن��اب��رای��ن .dGc(v, y) = ۱ ی��ا dGc(u, y) = ۱

ه��ر ب��اش��د. خ��ود-م��ک��م��ل ن��اب��دی��ه��ی گ��راف ی��ک G ک��ن��ی��د ف��رض ک��ن��ون ا .dGc(x, y) ≤ ۳ ن��ت��ی��ح��ه در
�ل �ام� ک� G �ر گ� ا �ا �ه� �ن� ت� و �ر گ� ا �ت اس� �رار �رق� ب� �اوی �س� ت� و �ت، اس� d ≥ ۱ �ر �ط� ق� دارای �ی �ه� �دی� �اب� ن� �راف گ�
چ��ون .d ≥ ۲ �ی��ج��ه �ت� ن� در و ب��اش��د ک��ام��ل ن��م��ی�ت��وان��د G آن�گ��اه ب��اش��د، خ��ود-م��ک��م��ل G گ��ر ا ب��اش��د.
�ود وج� �ک��ان ام� دو �ن��ون ک� ا .diam (G) = diam (Gc) پ��س اس��ت �ا �ای� پ� �ت��ی �خ� �ری� �ک� ی� ت��ح��ت �ر �ط� ق�
م��ی�ده��د ن��ش��ان �الا ب� ب��ح��ث �ر، �ی� اخ� �ال��ت ح� در .diam (Gc) ≥ ۳ �ا ی� diam (G) = ۲ �ا ی� دارد:

.diam (G) = ۳ ن��ت��ی��ج��ه در و diam (G) = diam (Gc) ≤ ۳ ک��ه

G گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا اس��ت ه��م��ب��ن��د G ه��م��ب��ن��د و س��اده گ��راف ی��ک م��ک��م��ل ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان ٩.٢١
ن��ب��اش��د. ک��ام��ل دوب��خ��ش��ی گ��ی��ر ف��را زی��رگ��راف ه��ی��چ ش��ام��ل

�ان �ش� ن� �د. �اش� �ب� ن� �ل �ام� ک� �ی �ش� �خ� دوب� �ر �ی� گ� �را ف� �راف �رگ� زی� �چ �ی� ه� �ل �ام� ش� G �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (=⇒) ح��ل
ق��رار ب��اش��د. Gc م��ول��ف��ه�ی ی��ک H۱ و ب��اش��د ن��اه��م��ب��ن��د Gc ک��ن��ی��د ف��رض اس��ت. ه��م��ب��ن��د Gc م��ی�ده��ی��م
در در �ی �اورت� �ج� م� �چ �ی� ه� H۲ و H۱ �ای راس�ه� �ی��ن ب� �ورت ص� ای��ن در H۲ = Gc −H۱ �م �ی� �ی�ده� م�
�ر �ظ� ن� در �ا ب� �ن�رو ای� از �ت. اس� �اور �ج� م� G در H۲ راس �ر ه� �ه ب� H۱ � راس �ر ه� �س پ� �ت، �س� �ی� ن� Gc

�اق��ض �ن� ت� �ه ک� �د، �ی�ای� م� دس��ت �ه ب� G از �ام��ل ک� �ی �ش� �خ� دوب� �ر �ی� گ� �را ف� �راف �رگ� زی� ی��ک �ا �ال�ه� ی� �ن ای� �ن �ت� �رف� گ�
اس��ت. ه��م��ب��ن��د Gc پ��س اس��ت.
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�ر �ی� گ� �را ف� �راف �رگ� زی� �چ �ی� ه� �ل �ام� ش� G �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �د. �اش� ب� �د �ن� �ب� �م� ه� Gc �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (⇐=)

H ک��ام��ل دوب��خ��ش��ی گ��ی��ر ف��را زی��رگ��راف ی��ک و ن��ب��اش��د چ��ن��ی��ن ک��ن��ی��د ف��رض ن��ی��س��ت. ک��ام��ل دوب��خ��ش��ی
و X از راس ه��ر چ��ون ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. داش��ت��ه وج��ود G از (X,Y ) دوب��خ��ش��ی�س��ازی ب��ا
�چ �ی� ه� Y و X �ای راس�ه� �ن �ی� ب� �چ �ی� ه� Gc در پ��س �د، �ن� �ت� �س� ه� �اور �ج� م� G در �م ه� �ا ب� Y از راس �ر ه�
�چ �ی� ه� �ل �ام� ش� G پ��س اس��ت. �اق��ض �ن� ت� �ه ک� اس��ت، �د �ن� �ب� �م� �اه� ن� Gc �ن��ی �ع� ی� �س��ت، �ی� ن� Gc در �اورت��ی �ج� م�

ن��ی��س��ت. ک��ام��ل دوب��خ��ش��ی گ��ی��ر ف��را زی��رگ��راف
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