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۴ ف��ص��ل

درخ��ت�ه��ا

ن��ب��اش��د. درخ��ت ک��ه ب��زن��ی��د ی��ال n− ۱ و راس n ب��ا گ��راف ی��ک از م��ث��ال��ی ١.١ ت��م��ری��ن

ب��ب��ی��ن��ی��د را زی��ر ش��ک��ل ح��ل
v1 v2 v3 vn−1 vnvn−2

گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا اس��ت ج��ن��گ��ل ی��ک م��ول��ف��ه ω ب��ا س��اده گ��راف ی��ک ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان ١.٢ ت��م��ری��ن
.m = n− ω

و n(Gi) = ni و �د �ن� �اش� ب� G �راف گ� �ای �ه�ه� �ف� �ول� م� Gω ،. . . ،G۲ ،G۱ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ح��ل
ازای ب��ه ب��ن��اب��رای��ن اس��ت. درخ��ت ی��ک Gi ه��ر آن�گ��اه ب��اش��د، ج��ن��گ��ل ی��ک G گ��ر ا .m(Gi) = mi

پ��س .mi = ni − ۱ ی��م دار ،i = ۱,۲, . . . , ω ه��ر

m =
ω∑

i=۱

mi =
ω∑

i=۱

(ni − ۱) =
ω∑

i=۱

ni −
ω∑

i=۱

۱ = n− ω.

�رض ف� �ت. اس� �ت درخ� �ک ی� Gi �ر ه� �ه ک� �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� .m = n − ω �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �س �ک� �رع� ب�
�ل �گ� �ن� ج� �ک ی� H =

∪ω
i=۱ Ti �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� Gi �رای ب� �ر �ی� گ� �را ف� �ت درخ� �ک ی� Ti �د �ی� �ن� ک�

چ��ون اس��ت G ب��رای گ��ی��ر ف��را

m(H) =
ω∑

i=۱

m(Ti) =
ω∑

i=۱

(n(Ti)− ۱) = n(H)− ω = n− ω = m(G)

١
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.G = H پ��س

و �ر گ� ا اس��ت ب��رش��ی راس ی��ک راس س��ه �داق��ل ح� �ا ب� T درخ��ت از v راس ی��ک ١.٣ ت��م��ری��ن
ن��ب��اش��د. آوی��خ��ت��ه راس v گ��ر ا ت��ن��ه��ا

درخ��ت از v راس «ی��ک از اس��ت ع��ب��ارت و اس��ت) آن� م��ع��ادل (ک��ه گ��زاره ن��ق��ی��ض ع��ک��س ح��ل
ث��اب��ت را ب��اش��د» آوی��خ��ت��ه راس v گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا ن��ی��س��ت ب��رش��ی راس ی��ک راس س��ه ح��داق��ل ب��ا T
v ک��ه اس��ت واض��ح آن�گ��اه ب��اش��د، ه��م��ب��ن��د گ��راف ی��ک از آوی��خ��ت��ه راس v راس ی��ک گ��ر ا م��ی�ک��ن��ی��م.
�ن��ون ک� ا اس��ت. درس��ت �ن��د �ب� �م� ه� گ��راف �ر ه� ب��رای �زاره گ� از �م��ت ق��س� ی��ک پ��س �ی��س��ت. ن� ب��رش��ی راس
v �ر گ� ا �ت. اس� �د �ن� �ب� �م� ه� T − v پ��س �د. �اش� ب� T درخ��ت از �ی �رش� ب� �ر �ی� غ� راس ی��ک v �د �ی� �ن� ک� �رض ف�
دخ��ت T �ون چ� �د. دارن� �ود وج� v �ا ب� �اور �ج� م� y و x �د �ن� �ان� م� راس دو �اه آن�گ� �د، �اش� �ی� ن� �ه �ت� �خ� آوی� راس
پ��س اس��ت. v ش��ام��ل �ی��ر م��س� ای��ن و دارد، وج��ود �ت��ا ی��ک� �ر �ی� م��س� ی��ک T در y و x �ی��ن ب� پ��س اس��ت

اس��ت. ن��ا�ه��م��ب��ن��د T − v ی��ع��ن��ی ن��دارد. وج��ود م��س��ی��ری T − v در y و x ب��ی��ن

اس��ت. دوب��خ��ش��ی گ��راف درخ��ت ه��ر ده��ی��د ن��ش��ان ١.۴ ت��م��ری��ن

١.۴.١٠ ق��ض��ی��ه�ی ط��ب��ق ن��ت��ی��ج��ه در و ن��دارد ن��ی��ز ف��رد دور ب��ن��اب��رای��ن ن��دارد، دور درخ��ت ی��ک ح��ل
اس��ت. دوب��خ��ش��ی

ک��ن��ی��د ث��اب��ت ،m(G) ≥ n(G) ب��اش��ی��م داش��ت��ه ،G س��اده�ی گ��راف ی��ک ب��رای گ��ر ا ١.۵ ت��م��ری��ن
اس��ت. دور ی��ک ش��ام��ل G ک��ه

�د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ت. اس� �ل �گ� �ن� ج� �ک ی� G �اه آن�گ� �د، �اش� �ب� ن� دور دارای G �م، �ک� ح� �لاف �رخ� ب� �ر گ� ا ح��ل
�م داری� ٨۴ �ه�ی �ح� �ف� ص� از ١.٢ �ن �ری� �م� ت� �ق �ب� ط� �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� G �ای �ه�ه� �ف� �ول� م� �داد �ع� ت� ω

اس��ت. ت��ن��اق��ض ک��ه ،m = n− ω < n

درخ��ت ی��ک در ن��ب��اش��د ط��وق��ه ش��ام��ل ک��ه G ه��م��ب��ن��د گ��راف ی��ال ه��ر ک��ه ک��ن��ی��د ث��اب��ت ١.۶ ت��م��ری��ن
دارد. ق��رار G گ��ی��ر ف��را

�د، �اش� �ب� ن� e �ال ی� �ل �ام� ش� T �ر گ� ا �د. �اش� ب� G از �واه �خ� دل� �ر �ی� گ� �را ف� �ت درخ� ی��ک T �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ح��ل
دور ای��ن ی��ال�ه��ای از ی��ک��ی ح��ذف ب��ا دارد. ی��ک��ت��ا دور ی��ک T + e گ��راف ،۴.١.٩ ل��م ط��ب��ق آن�گ��اه
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م��ی�آی��د. دس��ت ب��ه e ش��ام��ل گ��ی��ر ف��را درخ��ت ی��ک e از غ��ی��ر ب��ه

ه��س��ت��ن��د: م��ع��ادل زی��ر گ��زاره�ه��ای ده��ی��د ن��ش��ان ١.٧ ت��م��ری��ن
اس��ت). دور ی��ک دق��ی��ق��اً ش��ام��ل G (ی��ع��ن��ی، ت��ک�دوری و اس��ت ه��م��ب��ن��د G (١)

.m = n و اس��ت ه��م��ب��ن��د G (٢)
اس��ت. درخ��ت G− e گ��راف ،G از e ی��ال ی��ک ازای ب��ه (٣)

�ل �ی� �ک� �ش� ت� دور �ک ی� �د �ن� �ت� �س� �ی� ن� �ی �رش� ب� �ال ی� �ه ک� G �ای �ال�ه� ی� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� و �ت اس� �د �ن� �ب� �م� ه� G (۴)
م��ی�ده��ن��د.

�رض ف� �د. �اش� ب� C �ای �ت� �ک� ی� دور �ا ب� �د �ن� �ب� �م� ه� �راف گ� G �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (۲) ⇐= (۱) ح��ل
و �د �ن� �ب� �م� ه� �راف گ� �ک ی� G − e �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� C از �واه �خ� دل� �ال ی� �ک ی� e �د �ی� �ن� ک�
�م ی� دار ۴.١.۴ �ه�ی �ی� �ض� ق� �ق �ب� ط� و �ت اس� �ت درخ� �ک ی� G − e �ه �ج� �ی� �ت� ن� در �ت. اس� دور �دون ب�
n(G− e) = n(G) و m(G− e) = m(G)− ۱ چ��ون .m(G− e) = n(G− e)− ۱

.m(G) = n(G) ی��ع��ن��ی ،m(G)− ۱ = n(G)− ۱ ی��م م��ی�آور دس��ت ب��ه
�ورت ص� �ن ای� در .m(G) = n(G) و �د �اش� ب� �د �ن� �ب� �م� ه� �راف گ� G �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (۳) ⇐= (۲)

�ال ی� �ت. اس� C دور �ک ی� �ل �ام� ش� �ن�رو ای� از �ت. �س� �ی� ن� �ت درخ� G �راف گ� ،۴.١.۴ �ه�ی �ی� �ض� ق�
و �ت اس� �د �ن� �ب� �م� ه� G − e �ون چ� �ورت ص� �ن ای� در �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �اب �خ� �ت� ان� را C از e �واه �خ� دل�

اس��ت. درخ��ت G− e گ��راف ،۴.١.۴ ق��ض��ی��ه�ی پ��س ،m(G− e) = n(G− e)− ۱

G پ��س �د. �اش� ب� �ت درخ� �ک ی� G − e �راف گ� ،e �ال ی� �ک ی� ازای �ه ب� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (۴) ⇐= (۳)

ی��ک��ت��ا دور ای��ن اس��ت. دور ی��ک ش��ام��ل G ای��ن�رو از ن��ی��س��ت. درخ��ت ک��ه اس��ت ه��م��ب��ن��د گ��راف ی��ک
دارد. را غ��ی��رب��رش��ی ی��ال ه��ر و اس��ت

�د �ن� �ت� �س� �ی� ن� �ی �رش� ب� �ال ی� �ه ک� G �ال�ه��ای ی� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� و �د �اش� ب� �د �ن� �ب� �م� ه� G �ی��د �ن� ک� ف��رض (۱) ⇐= (۴)

دور �ام��ل ش� G گ��ر ا �را زی� اس��ت. �ا �ت� �ک� ی� دور ی��ک C ص��ورت ای��ن در �ن��د. ده� �ی��ل �ک� ت��ش� C دور ی��ک
پ��س ن��ی��س��ت، ب��رش��ی ی��ال� دور ی��ک از ی��ال ه��ر چ��ون واق��ع در چ��ون آن�گ��اه ب��اش��د، C۱ م��ث��ل دی��گ��ری

.C = C۱ ی��ع��ن��ی ب��اش��د، C از ی��ال ی��ک ب��ای��د C۱ از ی��ال ه��ر ف��رض ط��ب��ق

ف��ق��ط ش��ام��ل آن م��رک��ز و ب��اش��د ∆ = ۵ دارای ک��ه ب��س��ازی��د راس ۸۵ ب��ا درخ��ت��ی ٢.١ ت��م��ری��ن
ب��اش��د. راس ی��ک
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راس ی��ک �ل �ام� ش� Pn �ر �ی� �س� م� �ز �رک� م� �ه ک� �ت اس� �ح واض� ژردان �ه�ی �ی� �ض� ق� �ات �ب� اث� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� ح��ل
در را راس ۸۱ ب��ا P : x۱x۲ · · · x۷۹x۸۰x۸۱ م��س��ی��ر ی��ک ب��اش��د. ف��رد n گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا اس��ت
�ز �رک� م� دارای �اص��ل ح� درخ��ت �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ت��ص��ل م� �ه �ت� �خ� آوی� �ال ی� �ج �ن� پ� x۷۹ راس �ه ب� و �م �ری� �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن�
ای��ن از آوی��خ��ت��ه ی��ال�ه��ا ح��ذف از پ��س ژردان ق��ض��ی��ه�ی اث��ب��ات م��ط��اب��ق واق��ع در اس��ت. راس��ی ی��ک
ی��ک��ی درخ��ت ای��ن م��رک��ز ب��ا (ک��ه آن م��رک��ز ک��ه م��ی�آی��د دس��ت ب��ه P۱ : x۲x۳ · · · x۸۰ م��س��ی��ر درخ��ت

اس��ت. راس��ی ی��ک اس��ت)

راس (n ≥ ۳) ف��رد ت��ع��داد روی درخ��ت ی��ک ی��خ��ت��ی خ��ودر ی��ک ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان ٢.٢ ت��م��ری��ن
�ا ب� T �ت درخ� �ک ی� از f �ی �ت� �خ� ی� �ودر خ� �ر ه� ازای �ه ب� �ی �ن� �ع� ی� �ی�دارد، م� �ه �گ� ن� �ت �اب� ث� را راس �ک ی�
از (راه��ن��م��ای��ی: دارد. وج��ود f(v) = v ب��ا T از v راس ی��ک راس، (k ≥ ۱) n = ۲k + ۱

ک��ن��د.) اس��ت��ف��اده م��ی�ک��ن��د ج��اب��ج��ا را T پ��ای��ان��ی راس�ه��ای f ک��ه ح��ق��ی��ق��ت ای��ن

را T۱ �ت درخ� و �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ذف ح� را T۰ از �ه �ت� �خ� آوی� �ای راس�ه� .T۰ = T �م �ی� �ی�ده� م� �رار ق� ح��ل
�ت دس� �ه ب� را T۲ �ت درخ� و �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ذف ح� را T۱ از �ه �ت� �خ� آوی� �ای راس�ه� �م، ی� �ی�آور م� �ت دس� �ه ب�
دو ی��ک ی��ا راس ی��ک ی��ا r م��رح��ل��ه�ی ی��ک در ن��ه��ای��ت در م��ی�ده��ی��م. ادام��ه را رون��د ای��ن و ی��م، م��ی�آور
�ی �ت� �خ� ی� �ودر خ� �ر ه� �ون چ� .(T �زی �رک� م� �ای راس�ه� �د �ی�آی� م� �ت دس� �ه ب� �ا آن�ه� �ن �ی� ب� e �ال ی� ی��ک �ا ب� راس
م��ی�ک��ن��د. ن��ظ��ی��ر Ti ب��ه را Ti ه��ر f پ��س م��ی�ک��ن��د، ن��ظ��ی��ر آوی��خ��ت��ه راس�ه��ای ب��ه را آوی��خ��ت��ه راس�ه��ای
ش��ام��ل T م��رک��ز �ن��ی��د ک� ف��رض پ��س اس��ت. ث��اب��ت ح��ک��م ب��اش��د، راس ی��ک ب��ر م��ش��ت��م��ل T م��رک��ز گ��ر ا
�رض ف� �س پ� �ت، اس� �ت �اب� ث� �م �ک� ح� �م ه� �از ب� دارد، �ه �گ� ن� �ت �اب� ث� �ا آن�ه� �ردوی ه� f �ر گ� ا �د. �اش� ب� راس ۲

�ن ای� �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ی�دارد. م� �ه �گ� ن� �ت �اب� ث� را e پ��س �د، �ن� ک� �ا �ج� �اب� ج� را �زی �رک� م� راس دو f �د �ی� �ن� ک�
�ا �ج� �اب� ج� را �ه �ف� �ول� م� دو �ن ای� f �ت. اس� �ه �ف� �ول� م� دو دارای T − e �راف گ� �ت. �س� �ی� ن� �ن �ک� �م� م� �ت �ی� �ع� وض�
ت��ع��داد ب��ن��اب��رای��ن و اس��ت راس ف��ردی ت��ع��داد دارای T = T۰ زی��را ن��ی��س��ت م��م��ک��ن ای��ن ام��ا م��ی�ک��ن��د.

ف��رد). ی��ک��ی و زوج (ی��ک��ی ه��س��ت��ن��د م��ت��ف��اوت ت��وازن ن��ظ��ر از م��ول��ف��ه دو در راس�ه��ا

را �ال ی� �ک ی� �ا ی� راس �ک ی� �ا ی� �ت درخ� �ک ی� از �ی �ت� �خ� ی� �ودر خ� �ک ی� �ه ک� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� م��س��ال��ه ی��ک
م��ی�دارد. ن��گ��ه ث��اب��ت

در �ود. �ی�ش� م� �ظ �ف� ح� �ه �ل� �اص� ف� �ی �ت� �خ� ی� �ودر خ� �ک ی� �ت �ح� ت� �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ه �وج� ت� �دا �ت� اب� ح��ل
و x, y ∈ V (G) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �اش� ب� G �راف گ� از �ی �ت� �خ� ی� �ودر خ� �ک ی� f �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ع واق�
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�ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� G در �ر �ی� �س� م� x − y ی��ک P : x = x۰ ∼ x۱ ∼ · · · ∼ xk = y

م��س��ی��ر f(x)− f(y) ی��ک f(P ) : f(x) = f(x۰) ∼ f(x۱) ∼ · · · ∼ f(xk) = f(y)

x− y �ری��ن �ت� �اه� �وت� ک� �ول ط� پ��س �د. �ن� �ت� �س� ه� �ان �س� �ک� ی� f(P ) و P ط��ول آن �ر ب� �لاوه ع� اس��ت. G در
.d(x, y) = d(f(x), f(y)) ی��ع��ن��ی ه��س��ت��ن��د، ی��ک��س��ان م��س��ی��ر f(x)−f(y) ک��وت��اه��ت��ری��ن و م��س��ی��ر
�زی �رک� م� �ای راس�ه� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ه ب� را �زی �رک� م� �ای راس�ه� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ی �ت� �خ� ی� �ودر خ� �ک ی� �ژه وی� �ه ب�
ش��ام��ل ی��ا G م��رک��ز ژردان ق��ض��ی��ه ط��ب��ق ب��اش��د. درخ��ت ی��ک G ک��ن��ی��د ف��رض ک��ن��ون ا م��ی�ک��ن��د. ت��ص��وی��ر
را x راس f اول ح��ال��ت در اس��ت. y ،x م��ان��ن��د م��ج��اور راس دو ش��ام��ل ی��ا x م��ان��ن��د راس ی��ک

م��ی�دارد. ن��گ��ه ث��اب��ت را xy ی��ال f دوم ح��ال��ت در و م��ی�دارد ن��گ��ه ث��اب��ت

ب��زن��ی��د م��ث��ال��ی ٢.۴ ت��م��ری��ن
ب��اش��د؛ ن��ی��ز ث��ق��ل��ی م��رک��ز راس ک��ه م��رک��زی راس ی��ک دق��ی��ق��اً ک��ه درخ��ت ی��ک از (١)

ب��اش��د؛ ن��ی��ز ث��ق��ل��ی م��رک��ز راس آن�ه��ا از ی��ک��ی ک��ه م��رک��زی، راس دو ب��ا درخ��ت ی��ک از (٢)
ب��اش��د؛ ن��ی��ز م��رک��زی راس آن�ه��ا از ی��ک��ی ک��ه ث��ق��ل، م��رک��ز راس دو ب��ا درخ��ت ی��ک از (٣)
ن��ب��اش��ن��د؛ ث��ق��ل��ی م��رک��ز راس آن�ه��ا ه��ی��چ�ک��دام ک��ه م��رک��زی، راس دو ب��ا درخ��ت ی��ک از (۴)

م��ج��زا. ث��ق��ل م��رک��ز و م��رک��ز ب��ا درخ��ت ی��ک از (۵)

�ق��ل ت� �ز �رک� م� دو �ا ی� ی��ک و �رک��زی م� راس دو ی��ا ی��ک �ا ب� �ا درخ��ت�ه� �ری��ن �ت� �ک� ک��وچ� �ر زی� ش��ک��ل در ح��ل
ش��ده�ان��د داده ن��ش��ان
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چ��ن��دت��م��ری��ن

�ک ی� �ل �ام� ش� m ≤ n �ر ه� ازای �ه ب� n �ه�ی �ب� �رت� م� �ت درخ� �ر ه� �ه ک� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� ۶.١ ت��م��ری��ن
اس��ت. m م��رت��ب��ه�ی از زی��ردرخ��ت

e م��ان��ن��د آوی��خ��ت��ه ی��ال ی��ک ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. راس��ی n درخ��ت ی��ک T ک��ه ک��ن��ی��د ف��رض ح��ل
ک��ن��ون ا اس��ت. T از راس��ی n− ۱ زی��ردرخ��ت ی��ک T۱ = T − e ای��ن�رو از دارد. وج��ود T در

ک��رد. ث��اب��ت ف��رای��ن��د ای��ن ادام��ه�ی را ح��ک��م م��ی�ت��وان

ی��ا ک��ه �ی��د ده� ن��ش��ان �ن��د. ب��اش� T درخ��ت ی��ک راس س��ه w ،v ،u ک��ه �ی��د �ن� ک� ف��رض ۶.٢ ت��م��ری��ن
�ود وج� T از z راس �ورت ص� ای��ن �ر �ی� غ� در �ا ی� �د دارن� �رار ق� T از �ر �ی� �س� م� ی��ک در �ه س� �ر ه� w ،v ،u

اس��ت. م��ش��ت��رک T م��س��ی��ره��ای w − v ،v − u ،u− v در ک��ه دارد

�ر �ی� �س� م� ای��ن در w �ر گ� ا �د. �ن� �ی�ک� م� وص��ل v �ه ب� را u �ه ک� �د �اش� ب� �ری �ی� �س� م� �ا �ت� �ک� ی� P �ی��د �ن� ک� ف��رض ح��ل
اس��ت. ث��اب��ت ح��ک��م آن�گ��اه ب��اش��د،

ک��ه ب��اش��ن��د م��س��ی��ره��ای��ی ی��ک��ت��ا Q۲ و Q۱ ک��ن��ی��د ف��رض ک��ن��ون ا ن��ب��اش��د. P در w م��ی�ک��ن��ی��م ف��رض پ��س
از غ��ی��ر م��ش��ت��رک راس ی��ک P و Q۱ م��ی�ک��ن��ی��م ادع��ا م��ی�ک��ن��ن��د. وص��ل v و u ب��ه ت��رت��ی��ب، ب��ه را، w
ک��ن��ی��د ف��رض ب��اش��د. Q۱ و P م��ش��ت��رک راس ت��ن��ه��ا u و ن��ب��اش��د درس��ت ادع��ا ک��ن��ی��د ف��رض دارن��د. u
�ن �ک� �م� م� راس �ن (ای� �د �اش� ب� Q۲ و �م) �ی� �ن� �ی�ک� م� �ی ط� v �ه ب� u از را P ) P �رک �ت� �ش� م� راس �ن �ی� اول� x
ی��ک Q۱ و Q۲ �خ��ش ب� x − w �راه �م� ه� �ه ب� P �خ��ش ب� u − x �ورت ص� �ن ای� در �د). �اش� ب� v اس��ت

اس��ت. ت��ن��اق��ض ک��ه م��ی�ده��ن��د ت��ش��ک��ی��ل T در دور
P و Q۲ ص��ورت ه��م��ی��ن ب��ه دارن��د. u از �ی��ر غ� z۱ �ن��د م��ان� م��ش��ت��رک راس ی��ک P و Q۱ �ن��اب��رای��ن ب�
�ه ب� P ب��خ��ش z۱ − z۲x �اه آن�گ� ،z۱ ̸= z۲ �ر گ� ا �د. دارن� v از �ر �ی� غ� z۲ �ن��د �ان� م� �ت��رک �ش� م� راس ی��ک
ت��ن��اق��ض ک��ه م��ی�ده��ن��د ت��ش��ک��ی��ل T در دور ی��ک Q۱ ب��خ��ش w − z۱ و Q۲ ب��خ��ش z۲ − w ه��م��راه

.z۱ = z۲ پ��س اس��ت.

ک��ث��ر ح��دا ۳ درج��ه�ی از ح��داق��ل راس�ه��ای ت��ع��داد درخ��ت، ی��ک در ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان ۶.٣ ت��م��ری��ن
اس��ت. ۲ م��ن��ه��ای پ��ای��ان��ی راس�ه��ای ت��ع��داد ب��راب��ر
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T �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .∆ ≥ ۳ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �س پ� �ت. اس� �ح واض� �م �ک� ح� ∆ ≤ ۲ �ر گ� ا ح��ل
�م �ی� �ی�ده� م� �رار ق� �د. �اش� ب� i �ه�ی درج� �ای راس�ه� �داد �ع� ت� ni و �ی راس� n �ی �ه� �دی� �اب� ن� �ت درخ� �ک ی�
�ل �داق� ح� �ه درج� �ا ب� �ا راس�ه� �ه�ی �م� ه� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� U �ی �ن� �ع� ی� ،U = {x ∈ V (T ) | d(x) ≥ ۳}

.|U | ≤ n۱ − ۲ �م �ی� ده� �ان �ش� ن� �د �ای� ب� .n۳ + n۴ + · · · + n∆ = |U | �ن ای� �ر �اب� �ن� ب� �ت. اس� ۳
�ه �ن�ک� ای� و ۲m =

∑
v∈V (T ) d(v) �ول �رم� ف� �ق �ب� ط� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در و ،n = n۱ + · · · + n∆ �م داری�

داری��م اس��ت) درخ��ت ی��ک T (چ��ون m = n− ۱

۲(n− ۱) = n۱ + ۲n۲ + · · ·+∆n∆

= −n۱ + ۲(n۱ + n۲ + · · ·+ n∆) + (n۳ + · · ·+ (∆− ۲)n∆)

= −n۱ + ۲n+ (n۳ + · · ·+ (∆− ۲)n∆).

ای��ن�رو از
n۱ − ۲ = n۳ + · · ·+ (∆− ۲)n∆ ≥ n۳ + n۴ + · · ·+ n∆ = |U |

اس��ت. ث��اب��ت ح��ک��م و

�داد �ع� ت� ni �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �اش� ب� �ی راس� n �ی �ه� �دی� �اب� ن� �ت درخ� �ک ی� T �د �ی� �ن� ک� �رض ف� م��س��ال��ه ی��ک
ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. i درج��ه�ی راس�ه��ای

اس��ت. م��س��ی��ر ی��ک T آن�گ��اه ،n۱ = ۲ گ��ر ا و n۱ ≥ ∆ (ال��ف)
.n۱ ≥ ni + ۲ داری��م i ≥ ۳ ه��ر ازای ب��ه آن�گ��اه ،∆ ≥ ۳ گ��ر ا (ب)

.n۱ = ۲ +
∑

x∈U(d(x)− ۲) آن�گ��اه ،U = {x ∈ V (T ) | d(x) ≥ ۳} گ��ر ا (ج)

ب��اش��د. vk ،. . . ،v۱ م��ج��اور راس�ه��ای ب��ا k درج��ه�ی ب��ا راس ی��ک x �ی��د �ن� ک� ف��رض (ال��ف) ح��ل
م��ش��ت��رک Piه��ا ه��م��ه�ی در x راس ب��اش��د. xvi آغ��ازی ی��ال ب��ا م��س��ی��ر ط��ولان��ی�ت��ری��ن Pi ک��ن��ی��د ف��رض
و �د �دارن� ن� �ری �گ� دی� �رک �ت� �ش� م� راس ،i ̸= j ،Pj و Pi پ��س �ت �س� �ی� ن� دور دارای T �ون چ� �ت. اس�
ازای �ه ب� ،n۱ ≥ d(x) �ن�رو ای� از �د. �اش� ب� �ه �ت� �خ� آوی� راس �ک ی� �د �ای� ب� Pi �ی �ان� �ای� پ� راس� �ن �رای� �اب� �ن� ب�
�ه ب� �د، �اش� ب� T �ه�ی درج� ی �ه �ال� �ب� دن� (d۱, d۲, . . . , dn) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ر: �گ� دی� راه .x ∈ V (T ) �ر ه�
در �د. �اش� ب� �ه �ت� �خ� آوی� �ای راس�ه� �داد �ع� ت� r �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .d۱ ≥ d۲ ≥ · · · ≥ dn ≥ ۱ �ه �وری�ک� ط�
�رای ب� و di؛ = ۱ �م ی� دار i = n− r + ۱, n− r + ۲, . . . , n− r + r �رای ب� �ورت ص� ای��ن
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ی��م دار ب��ن��اب��رای��ن .di ≥ ۲ ی��م دار i = ۱, . . . , n− r

۲(n− ۱) = d۱ + d۲ + · · ·+ dn−r + dn−r+۱ + · · ·+ dn

= d۱ + (d۲ + · · ·+ dn−r) + r

≥ d۱ + ۲(n− r − ۱) + r

= d۱ + ۲(n− ۱)− r.

،۰ ≥ d۱ − r ی��م م��ی��آور دس��ت ب��ه ب��ن��اب��رای��ن و ۲(n− ۱) ≥ d۱ + ۲(n− ۱)− r ن��ت��ی��ج��ه درر
ح��داق��ل ی��ع��ن��ی ،r ≥ d۱ ≥ k ی��م دار d(v) = k ب��ا v راس ه��ر ازای ب��ه ک��ن��ون ا .r ≥ d۱ ی��ع��ن��ی

دارد. وج��ود آوی��خ��ت��ه راس k
م��ی�ش��ود. ث��اب��ت ق��ب��ل م��س��ال��ه روش ب��ا ق��س��م��ت�ه��ا س��ای��ر

G �اه آن�گ� �د، �اش� ب� راس �ه س� �ل �داق� ح� �ا ب� �د �ن� �ب� �م� ه� �راف گ� G �ر گ� ا �ه ک� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� ۶.۴ ت��م��ری��ن
اس��ت. ه��م��ب��ن��د ن��ی��ز G− {u, v} ک��ه ط��وری ب��ه اس��ت v و u راس دو ش��ام��ل

راس دو �ل �داق� ح� دارای G �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� �ت درخ� �ک ی� G �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �دا �ت� اب� ح��ل
�ت. اس� �د �ن� �ب� �م� ه� G − {u, v} �ه ک� �ت اس� �ح واض� �ت �ال� ح� �ن ای� در �ت. اس� v و u �د �ن� �ان� م� �ه �ت� �خ� آوی�
ح��داق��ل ط��ول ب��ه C دور ی��ک �ام��ل ش� G ص��ورت ای��ن در �ب��اش��د. ن� درخ��ت G �ی��د �ن� ک� ف��رض �ن��ون ک� ا
�ن��د �ب� ه��م� گ��راف ی��ک ب��ه دور ی��ک از م��ج��اور راس دو ح��ذف چ��ون آن�گ��اه ،G = C گ��ر ا اس��ت. ۳
ی��ال ی��ک پ��س اس��ت �د �ن� �ب� �م� ه� G چ��ون �اه آن�گ� ،G ̸= C �ر گ� ا اس��ت. �اب��ت ث� �م �ک� ح� �ود، �ی�ش� م� �ر �ج� �ن� م�
�ه ب� �د �اش� ب� C از �ی �ال� ی� uv �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ت اس� �ح واض� دارد. �ود وج� C از x راس ی��ک �ا ب� �اور �ج� م�

اس��ت. ه��م��ب��ن��د G− {u, v} ک��ه اس��ت واض��ح ص��ورت ای��ن در .v ̸= x و u ̸= x ط��وری�ک��ه

�ت �اب� ث� �اه آن�گ� �د، �اش� ب� k − ۱ �ل �داق� ح� �م �م� �ی� �ی�ن� م� �ه�ی درج� �ا ب� �راف گ� �ک ی� H �ر گ� ا ۶.۵∗ ت��م��ری��ن
�اده �ف� �ت� اس� k روی �را �ق� �ت� اس� از �ی: �ای� �م� �ن� (راه� �ت. اس� راس k روی �ت درخ� �ر ه� �ل �ام� ش� H �ه ک� �د �ی� �ن� ک�

ب��ب��ی��ن��ی��د.) را [۵٧] (م��رج��ع ک��ن��ی��د.)

�ت اس� H از �ی �راف� �رگ� زی� T �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �د. �اش� ب� �ی راس� k درخ��ت ی��ک T �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ح��ل
�ر گ� ا �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ت �اب� ث� را �م �ک� ح� k روی �را �ق� �ت� اس� �ه ب� �ت). اس� �ت �خ� �ری� �ک� ی� H از �راف �رگ� زی� �ک ی� �ا (ب�
آن ب��ر ع��لاوه اس��ت. دل��خ��واه گ��راف ه��ر زی��رگ��راف K۱ اس��ت روش��ن و T = K۱ آن�گ��اه ،k = ۱
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ک��ن��ون ا اس��ت. ۱ م��ی�ن��ی��م��م درج��ه�ی ب��ا گ��راف ه��ر زی��رگ��راف K۲ و T = K۲ گ��اه آن ،k = ۲ گ��ر ا
را T و �د �اش� ب� �ت درس� (k ≥ ۲) �ی راس� k �ای �ت�ه� درخ� ی �ه �م� ه� �رای ب� �رای ب� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �د �ی� �ن� ک� �رض ف�
دارد. �ه �ت� �خ� آوی� راس دو �ل �داق� ح� T �م �ی� �ی�دان� م� �م. �ری� �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در راس k + ۱ �ا ب� �ت درخ� �ک ی�
درخ��ت ی��ک T − v گ��راف ب��اش��د. آن م��ج��اور راس w و T از آوی��خ��ت��ه راس ی��ک v ک��ن��ی��د ف��رض
ی��ک �ا (ب� �ت اس� H از �راف �رگ� زی� ی��ک T − v �را �ق� �ت� اس� �رض ف� �ق �ب� ط� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� راس k �ا ب�
�ن (ای� �د �اش� ب� H در T − v لا� �م� ع� �ه ک� �م �ی� �ن� ک� �ور �ص� ت� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� اس��ت). �خ��ت �ری� �ک� ی� H از �راف �رگ� زی�
راس k �ل �ام� ش� T − v و راس k + ۱ �ل �داق� ح� H �ون چ� �د). �اش� ب� �ز �ی� ن� H از �ی راس� w �ی �ن� �ع� ی�
�ون چ� آن �ر ب� �لاوه ع� �د. �ن� �ت� �س� �ی� ن� T − v از �ی �ش� �خ� ب� �ه ک� �د دارن� �ود وج� H از �ی �ای� راس�ه� پ��س �ت، اس�
�ی��س��ت ن� T − v در ک��ه دارد وج��ود H از u راس ی��ک پ��س اس��ت، k ح��داق��ل H در w درج��ه�ی
از زی��رگ��راف ی��ک �ن��وان ع� ب��ه را T درخ��ت u ه��م��راه ب��ه T − v زی��رگ��راف اس��ت. م��ج��اور w ب��ا و

ب��ب��ی��ن��ی��د). را زی��ر (ش��ک��ل م��ی�ده��د ت��ش��ک��ی��ل H

�ای��ز �م� �ت� م� دور m− n+ ۱ ح��داق��ل �ن��د �ب� �م� ه� و �اده س� گ��راف ی��ک �ه ک� �ی��د ده� ن��ش��ان ۶.٧ ت��م��ری��ن
دارد.

روی �را �ق� �ت� اس� �ه ب� �د. �اش� ب� �ال ی� m و راس n �ا ب� �د �ن� �ب� �م� ه� �راف گ� �ک ی� G �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ح��ل
ی��ک G ن��ت��ی��ج��ه در mو = n−۱ آن�گ��اه ،k = ۰ گ��ر ا م��ی�ک��ن��ی��م. ث��اب��ت را ح��ک��م k = m−n+۱

ه��م��ب��ن��د گ��راف�ه��ای ه��م��ه�ی ب��رای ح��ک��م و k ≥ ۲ ک��ن��ی��د ف��رض ک��ن��ون ا اس��ت. دور ب��دون و درخ��ت
k = m−n+۱ ب��ا ه��م��ب��ن��د گ��راف ی��ک را G و ب��اش��د m(H)−n(H)+۱درس��ت < k ب��ا H
C دور ی��ک ش��ام��ل ن��ت��ی��ج��ه در و ن��ی��س��ت درخ��ت G پ��س m ̸= n− ۱ چ��ون م��ی�گ��ی��ری��م. ن��ظ��ر در
�ن��د �ب� �م� ه� گ��راف ی��ک H = G− e ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. C از ی��ال ی��ک e �ی��د �ن� ک� ف��رض اس��ت.
�ن�رو ای� از .m(H)− n(H) + ۱ = m(G)− ۱ − n(G) + ۱ = m− n < k و اس��ت
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C �راه �م� ه� �ه ب� دور m − n �ن ای� �ت. اس� دور m − n �ل �ام� ش� �ل �داق� ح� H �را �ق� �ت� اس� �رض ف� �ق �ب� ط�
ه��س��ت��ن��د. G در دور m− n+ ۱ ح��داق��ل

�م ی� دار ،G �د �ن� �ب� �م� ه� �راف گ� �ک ی� ازای �ه ب� �ه، ک� �د �ی� �ن� ک� �ت �اب� ث� ۶.٨ ت��م��ری��ن
�ت اس� �ن �ک� �م� م� �اوی �س� �ام� ن� �ه ک� �د �ی�ده� م� �ان �ش� ن� ٣.۴ �ل �ک� (ش� .r(G) ≤ diam (G) ≤ ۲r(G)

ب��اش��د.) ک��ی��د ا

ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ی��ادآوری ح��ل
r(G) = min

x∈V
max
y∈V

d(x, y) و diam (G) = max
x∈V

max
y∈V

d(x, y).

�ه �وع� �م� �ج� م� �ن ای� �م �م� �ی� �س� ک� �ا م� �ر �ط� ق� و {d(x, y) | y ∈ V } �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �م �م� �ی� �ی�ن� م� �اع �ع� ش� �ن �رای� �اب� �ن� ب�
پ��س اس��ت،

r(G) ≤ diam (G).

�ر ه� ازای �ه ب� �اع �ع� ش� �ف �ری� �ع� ت� �ق �ب� ط� �د. �اش� ب� G از �زی �رک� م� راس x �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ون �ن� ک� ا
ی��م دار u, v ∈ V

d(u, x) ≤ r(G) و d(v, x) ≤ r(G),

ی��م دار م��ث��ل��ث ن��ام��س��اوی ط��ب��ق ن��ت��ی��ج��ه در و
d(u, v) ≤ d(u, x) + d(v, x) ≤ r(G) + r(G) = ۲r(G).

ک��ه م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه ه��س��ت��ن��د، دل��خ��واه راس�ه��ای v و u چ��ون
diam (G) ≤ ۲r(G).

و �ر گ� ا �ت اس� ۲ �ر �ط� ق� دارای راس �ه س� �ل �داق� ح� �ا ب� �ت درخ� �ک ی� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ت �اب� ث� ۶.٩ ت��م��ری��ن
ب��اش��د. س��ت��اره ی��ک گ��ر ا ت��ن��ه��ا

درخ��ت ی��ک T ک��ن��ی��د ف��رض ک��ن��ون ا اس��ت. ۲ ق��ط��ر دارای K۱,n س��ت��اره�ی ک��ه اس��ت واض��ح ح��ل
۲ �ر �راب� ب� T ق��ط �ون چ� �م. �ری� �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در را T از u �واه �خ� دل� �ه�ی �ت� �خ� آوی� راس �د. �اش� ب� ۲ �ر �ط� ق� �ا ب�
�ود وج� T در uvw �ر �ی� �س� م� ی��ک �ه �ج� �ی� �ت� ن� در و d(u,w) = ۲ �ه ک� دارد �ود وج� w راس پ��س اس��ت
ن��م��ی�ت��وان��د x پ��س اس��ت ۲ ب��راب��ر G ق��ط��ر چ��ون م��ی�گ��ی��ری��م ن��ظ��ر در را x دل��خ��واه راس ک��ن��ون ا دارد.
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م��ی�آی��د. دس��ت ب��ه T در ۳ ط��ول ب��ه م��س��ی��ری ص��ورت ای��ن ع��ی��ر در زی��را ب��اش��د، م��ت��ص��ل w ی��ا u ب��ه
۳ ط��ول ب��ه م��س��ی��ری م��ج��دداً ص��ورت ای��ن ع��ی��ر در زی��را ب��اش��د، م��ت��ص��ل v ب��ه ب��ای��د x دی��گ��ر ط��رف از

اس��ت. v م��رک��زی راس ب��ا س��ت��اره ی��ک T ب��ن��اب��رای��ن م��ی�آی��د. دس��ت ب��ه T در

در ک��ه ،|V (T )| = ۲k و ب��اش��د راس دو ح��داق��ل ب��ا درخ��ت ی��ک T ک��ن��ی��د ف��رض م��س��ال��ه ی��ک
�ه ک� دارد �ود وج� �ال �زا-ی� �ج� م� �ر �ی� �س� م� k از �ل �ک� �ش� �ت� م� �ه �وع� �م� �ج� م� �ک ی� �ورت ص� �ن ای� در .k ≥ ۱ آن

ه��س��ت��ن��د. T راس�ه��ای ه��م��ه�ی آن�ه��ا پ��ای��ان��ی راس�ه��ای

V (T ) �ای �ض� اع� �ا آن�ه� �ی �ان� �ای� پ� �ای راس�ه� �ه ک� �د دارن� �ود وج� T در �ر �ی� �س� م� k �وح وض� �ه ب� ح��ل
�ه ب� �د �اش� ب� �ی �ای� �ره� �ی� �س� م� �ن �ی� �ن� چ� از �ه�ای �وع� �م� �ج� م� P = {P۱, P۲, . . . , Pk} �د �ی� �ن� ک� ف��رض �د. �ن� �ت� �س� ه�
�ال �زا-ی� �ج� م� P �ای �ره� �ی� �س� م� �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ا ادع� �ت. اس� �م �م� �ی� �ی�ن� م� �ا آن�ه� �ول ط� �وع �م� �ج� م� �ه �وری�ک� ط�
�ال ی� �ک ی� �ا ب� ،i ̸= j ،Pj و Pi �ر �ی� �س� م� دو و �د �اش� �ب� ن� �ت درس� �ا ادع� �ن ای� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �ن� �ت� �س� ه�
�ر �ی� �س� م� دو �اع �م� �ت� اج� �ر �راب� ب� Pi∆Pj �ارن �ق� �ت� م� �ل �اض� �ف� ت� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �د. �ن� �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� �رک �ت� �ش� م�
�ه ب� �ق �ل� �ع� �ت� م� �ای راس�ه� از �زا �ج� م� زوج �ا آن�ه� �ی �ان� �ای� پ� �ای راس�ه� �ه ک� �ت، اس� Q۲ و Q۱ لا� �ث� م� �زا، �ج� م�

ب��ب��ی��ن��ی��د). را زی��ر (ش��ک��ل اس��ت V (T )

دارای ی��ال�ه��ا از آم��ده دس��ت ب��ه م��ج��م��وع��ه�ی آن�گ��اه ک��ن��ی��م، ج��ای��گ��زی��ن Qj و Qi ب��ا را Pj و Pi گ��ر ا
�ول ط� �وع �م� �ج� م� و �د �ن� �ت� �س� ه� T �ای راس�ه� �ه�ی �م� ه� �ا آن�ه� �ی �ان� �ای� پ� �ای راس�ه� �ه ک� �ت اس� �ی��ت �اص� خ� �ن ای�

اس��ت. P ان��ت��خ��اب ب��ا م��ت��ن��اق��ض ای��ن اس��ت. ک��م��ت��ر P در م��س��ی��ر�ه��ای ط��ول م��ج��م��وع از آن�ه��ا



۵ ف��ص��ل

ج��ورس��ازی�ه��ا و م��س��ت��ق��ل م��ج��م��وع��ه�ه��ای

ک��ن��ی��د. ت��ع��ی��ی��ن زی��ر گ��راف�ه��ای ب��رای را β′ و ،β ،α′ ،α پ��ارام��ت��ره��ای م��ق��ادی��ر ١.٢ ت��م��ری��ن
.Kn (١)

پ��ت��رس��ن. گ��راف (٢)
ب��ب��ی��ن��ی��د). را ۴.۵ (ش��ک��ل ه��رش��ل گ��راف (٣)

ه��رش��ل گ��راف پ��ت��رس��ن گ��راف .۴.۵ ش��ک��ل

ه��م�چ��ن��ی��ن .β(Kn) = n− ۱ و α(Kn) = ۱ ی��م دار ح��ل

α′(Kn) =

 n
۲ زوج n
n−۱

۲ ف��رد n
و β′(Kn) =

 n
۲ زوج n
n+۱

۲ ف��رد n

١٢
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�ل �ق� �ت� �س� م� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ک ی� �د. �اش� ب� �ن �رس� �ت� پ� �راف گ� P �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (٢)
�س پ� .α(P ) = ۴ �ن �رای� �اب� �ن� ب� ،{۰,۲,۶,۸} از �ارت �ب� ع� P از �م �م� �ی� �س� ک� �ا م� �ی راس�
�ارت �ب� ع� P از �م �م� �ی� �س� ک� �ا م� �ل �ام� ک� �ازی �ورس� ج� �ک ی� �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� .β(P ) = ۱۵ − α(P ) = ۱۱

�ه �ج� �ی� �ت� ن� در و ،α′(P ) = ۵ �س پ� ،{{۰,۵}, {۱,۶}, {۲,۷}, {۳,۸}, {۴,۹}} از �ت اس�
.β′(P ) = ۱۵ − α′(P ) = ۱۰

.α = β′ = ۶ ی��م دار ه��رش��ل گ��راف ب��رای (٣)

.α′ ≥ β و α ≤ β′ ک��ه ک��ن��ی��د ث��اب��ت ،δ > ۰ ب��ا G گ��راف ه��ر ازای ب��ه ٢.٢ ت��م��ری��ن

اس��ت: زی��ر ک��ل��ی�ت��ری گ��زاره�ه��ای از ن��ت��ی��ج��ه�ای م��ط��ال��ب ای��ن ح��ل
�ا �ه� �ن� ت� و �ر گ� ا اس��ت �م �م� �ی� �ی�ن� م� �ال��ی ی� �وش��ش پ� �ال، �م� �ی� �ی�ن� م� �ال��ی ی� �وش��ش پ� ی��ک �ه ک� �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� (١)

ب��اش��د. ک��س��ی��م��م م��ا ج��ورس��ازی ی��ک ش��ام��ل گ��ر ا
�ل �ام� ش� �س پ� �ت اس� �ال �م� �ی� �ی�ن� م� L �ون چ� �د. �اش� ب� �م �م� �ی� �ی�ن� م� �ی �ال� ی� �ش �وش� پ� �ک ی� L �د �ی� �ن� ک� �رض ف�
�ا �اره�ه� �ت� س� �داد �ع� ت� �س پ� ،|L| = β′(G) = n − α′(G) �ون چ� �ت. اس� �ا �اره�ه� �ت� س� از �ه�ای �وع� �م� �ج� م�
دارای س��ت��اره ه��ر از ی��ال ی��ک از آم��ده دس��ت ب��ه ج��ورس��ازی ی��ع��ن��ی ای��ن اس��ت. α′(G) ب��راب��ر دق��ی��ق��اً

اس��ت. ک��س��ی��م��م م��ا ج��ورس��ازی ی��ع��ن��ی اس��ت، α′(G) ان��دازه�ی
ک��س��ی��م��م م��ا ج��ورس��ازی ی��ک ش��ام��ل و ب��اش��د م��ی�ن��ی��م��ال ی��ال��ی پ��وش��ش ی��ک L ک��ن��ی��د ف��رض ب��رع��ک��س
اس��ت. س��ت��اره�ه��ا از م��ج��م��وع��ه�ای L ک��ه م��ی�ده��د ن��ت��ی��ج��ه اس��ت م��ی�ن��ی��م��ال L ک��ه ح��ق��ی��ق��ت ای��ن ب��اش��د.
L پ��س |L| = n− α′(G) = β′(G) �ن��ی �ع� ی� اس��ت، �ت��اره س� α′(G) �اً �ق� �ی� دق� دارای L �اب��رای��ن �ن� ب�

اس��ت. م��ی�ن��ی��م��م ی��ال��ی پ��وش��ش
و گ��ر ا اس��ت �م��م �ی� ک��س� �ا م� ج��ورس��ازی �م��ال، �ی� ک��س� �ا م� ج��ورس��ازی ی��ک ک��ه �ی��م م��ی�ده� ن��ش��ان �ن��ون ک� ا (٢)

ب��اش��د. م��ی�ن��ی��م��م ی��ال��ی پ��وش��ش ی��ک ش��ام��ل گ��ر ا ت��ن��ه��ا
ب��ا آم��ده دس��ت ب��ه ی��ال��ی پ��وش��ش L ک��ن��ی��د ف��رض ب��اش��د. ک��س��ی��م��م م��ا ج��ورس��ازی ی��ک M ک��ن��ی��د ف��رض
ب��ه ب��اش��د. M ه��م��راه ب��ه V (G)−M راس ه��ر ازای ب��ه م��ج��اور دل��خ��واه ی��ال ی��ک گ��ی��ری ن��ظ��ر در
ش��ام��ل م��ی�ن��ی��م��م ی��ال��ی پ��وش��ش L ای��ن�رو از |L| = α′(G) + n− ۲α′(G) = β′(G) وض��وح

اس��ت. M
�ی �ال� ی� �ش �وش� پ� �ط �وس� ت� �ه ک� �د �اش� ب� �واه �خ� دل� �ال �م� �ی� �س� ک� �ا م� �ازی �ورس� ج� �ک ی� M �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �س �ک� �رع� ب�
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�لاوه ع� �د. �ن� �ای� �ی� ب� L �ل��ف �ت� �خ� م� �ای �ره�ه� �ل� �ت� س� از �د �ای� ب� M �ای �ال�ه� ی� �ت. اس� �ده ش� �ل �اص� ح� L �م �م� �ی� �ی�ن� م�
M از �ال ی� در �ک ی� �ل �داق� ح� L ی �اره �ت� س� �ر ه� �ه ک� �د �ی�ده� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� M �ودن ب� �ال �م� �ی� �س� ک� �ا م� آن �ر ب�

.|M | = n− β′(G) = α′(G) پ��س م��ی�ک��ن��د، م��ش��ارک��ت

ب��اش��د. ن��داش��ت��ه ۱-ع��ام��ل ک��ه ب��زن��ی��د م��ک��ع��ب��ی گ��راف ی��ک از م��ث��ال��ی ١.٣ ت��م��ری��ن

ب��ب��ی��ن��ی��د را زی��ر ش��ک��ل ح��ل

ه��س��ت��ن��د. ۱-ت��ج��زی��ه�پ��ذی��ر گ��راف�ه��ای K۲n و Kn,n ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان ٢.٣ ت��م��ری��ن

ب��ا م��ن��ت��ظ��م چ��ن��دض��ل��ع��ی ی��ک م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان ۲n ،. . . ،۲ ،۱ ب��ا را K۲n گ��راف راس�ه��ای ح��ل
م��ی�س��ازی��م. س��اع��ت ع��ق��رب��ه�ه��ای ج��ه��ت در ۲n ،. . . ،۳ ،۲ راس��ه��ای ب��رچ��س��ب و راس ۲n− ۱

را چ��ن��دض��ل��ع��ی م��رک��ز ب��اش��د. واح��د ی��ک ب��راب��ر دور در م��ت��وال��ی راس دو ب��ی��ن ف��اص��ل��ه�ی ک��ن��ی��د ف��رض
�ا ب� �را �م� ه� ۲ و ۱ �ن �ی� ب� �ال ی� �ل �ام� ش� M۱ �ل �ام� ۱-ع� �ک ی� �م. �ری� �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در ۱ راس �ر �اظ� �ن� �ت� م�
ج��ه��ت در ۲ از ک��ه ه��س��ت��ن��د راس n− ۱ ت��ع��داد م��ی�س��ازی��م. زی��ر ص��ورت ب��ه را دی��گ��ر ی��ال n− ۱

�ک��س ع� �ه��ت ج� در ۲ از �ه ک� �د �ن� �ت� �س� ه� راس n− ۱ �داد �ع� ت� و �د �ون� �ی�ش� م� �روع ش� �اع��ت س� �ای �ه�ه� �رب� �ق� ع�
در �ه �ت� �رف� گ� �رار ق� راس ،i = ۱,۲, . . . , n �ر ه� ازای �ه ب� �د. �ون� �ی�ش� م� �روع ش� �ت �اع� س� �ای �ه�ه� �رب� �ق� ع�
۲ راس از �د واح� i در �ه �ت� �رف� گ� �رار ق� راس و �ت �اع� س� �ای �ه�ه� �رب� �ق� ع� �ت �ه� ج� در ۲ راس از �د واح� i
�ه ب� �ال ی� n − ۱ روش �ن ای� �ا ب� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ل وص� �م ه� �ه ب� را �ت �اع� س� �ای �ه�ه� �رب� �ق� ع� �س �ک� ع� �ت �ه� ج� در
ی��ک ۲ راس و ۱ م��رک��زی راس �ن��ده�ی �ن� ک� �ت��ص��ل م� ی��ال �راه �م� ه� ب��ه ی��ال n− ۱ ای��ن م��ی�آی��د. دس��ت

م��ی�ده��د. دس��ت ب��ه ۱-ع��ام��ل
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ای��ن م��ی�گ��ی��ری��م. ن��ظ��ر در ۳ راس از را ج��ه��ت) دو ه��ر (در م��س��اوی ف��اص��ل��ه�ه��ای ب��ا راس�ه��ا س��پ��س
۳ راس و ۱ م��رک��زی راس �ن��ن��ده�ی ک� م��ت��ص��ل ی��ال ه��م��راه ب��ه ک��ه م��ی�ش��ود ی��ال n− ۱ ب��ه م��ن��ج��ر ک��ار
�اده �ف� �ت� اس� �ا ب� �ل �ام� ۱-ع� �ری��ن آخ� �م. �ی� �ی�ده� م� �ه ادام� را �د رون� �ن ای� �د. �ی�ده� م� �ت دس� �ه ب� �ل �ام� ۱-ع� ی��ک
�ال ی� �راه �م� ه� �ه ب� ۲n راس از را �ت) �ه� ج� دو �ر ه� (در �اوی �س� م� �ای �ه�ه� �ل� �اص� ف� �ا ب� �ا راس�ه� �ل وص� از
�ل �ام� ک� �ازی �ورس� ج� ۲n − ۱ �د �ن� �رای� ف� �ن ای� �ت. اس� ۲n راس و ۱ �زی �رک� م� راس �ده�ی �ن� �ن� ک� �ل �ص� �ت� م�
�ن ای� �ای �ال�ه� ی� �ل ک� �داد �ع� ت� �س پ� �ت، اس� �ال ی� n دارای �ل �ام� ۱-ع� �ر ه� �ون چ� �د. �ی�ده� م� �ت دس� �ه ب� را
ک��ام��ل گ��راف ی��ال�ه��ای ت��ع��داد ه��م��ان ع��دد ای��ن و اس��ت، n(۲n− ۱) ب��راب��ر ج��ورس��ازی ۲n− ۱

اس��ت. پ��ذی��ر ۱-ت��ج��زی��ه گ��راف K۲n ای��ن�رو از اس��ت. K۲n

پ��س اس��ت، دوب��خ��ش��ی n-م��ن��ت��ظ��م گ��راف ی��ک Kn,n چ��ون م��ی�ک��ن��ی��م. ث��اب��ت را دی��گ��ر ح��ک��م ک��ن��ون ا
�ه ک� �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ری �گ� دی� روش �ه ب� اس��ت. �ر �ذی� �ه�پ� �زی� �ج� ۱-ت� گ��راف ی��ک ،۵.۴.٣ �ه�ی �ی� �ض� ق� �ق �ب� ط�
�ام �ج� ان� k روی �را �ق� �ت� اس� �ه ب� را �ات �ب� اث� �ت. اس� �ر �ذی� �ه�پ� �زی� �ج� ۱-ت� �ی �ش� �خ� دوب� �م �ظ� �ت� �ن� k-م� �راف گ� �ر ه�
�ت درس� k − ۱ �رای ب� �م �ک� ح� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ت. اس� �ح واض� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �اه آن�گ� ،k = ۱ �ر گ� ا �م. �ی� �ی�ده� م�
ق��ض��ی��ه�ی ط��ب��ق ب��اش��د. دوب��خ��ش��ی k-م��ن��ت��ظ��م گ��راف ی��ک G ک��ن��ی��د ف��رض .k ≥ ۲ آن در ک��ه ب��اش��د،
�ا ب� �م �ظ� �ت� �ن� م� �ی �ش� �خ� دوب� �راف گ� �ک ی� G′ = G− F �راف گ� دارد. �ود وج� G از F �ل �ام� ۱-ع� �ال ه�
�ر ه� �ت. اس� �ر �ذی� �ه�پ� �زی� �ج� ۱-ت� �راف گ� G′ �را �ق� �ت� اس� �رض ف� �ق �ب� ط� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� n − ۱ �ه�ی درج�

م��ی�ده��د. دس��ت ب��ه را G از ۱-ت��ج��زی��ه ی��ک F ۱-ع��م��ل ه��م��راه ب��ه G′ از ۱-ت��ج��زی��ه

گ��راف ۱-ع��ام��ل�ه��ای ت��ع��داد ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان ٣.٣ ت��م��ری��ن
،n! ب��ا اس��ت ب��راب��ر Kn,n (١)

. (۲n)!۲nn!
ب��ا اس��ت ب��راب��ر K۲n (٢)

Y = {y۱, . . . , yn} و X = {x۱, . . . , xn} ب��خ��ش��ی م��ج��م��وع��ه�ه��ا را Kn,n گ��راف (١) ح��ل
را Y �ه ب� X از �ی �وی� دوس� �ع �اب� ت� ی��ک �اً �ق� �ی� دق� Kn,n از �ل �ام� ک� �ازی �ورس� ج� ی��ک �د. �ری� �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن� در را
x۲ ج��ف��ت ب��رای ی��م. دار ان��ت��خ��اب n ت��ع��داد Y از ع��ض��وی ب��ا x۱ ج��ورک��ردن ب��رای م��ی�ک��ن��د. ت��ع��ی��ی��ن

دارد. وج��ود ک��ام��ل ج��ورس��ازی n! ب��ن��اب��رای��ن .... ی��م، دار Y از ان��ت��خ��اب n− ۱ ت��ع��داد
�داد �ع� ت� �رد. ک� �ور ج� �وان �ت� ب� را K۲n در راس ۲n �ه ک� �د �اش� ب� �ی �ای� راه�ه� �داد �ع� ت� fn �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (٢)
�ا �اب�ه� �خ� �ت� ان� �ن ای� از �دام ک� �ر ه� ازای �ه ب� و ،۲n − ۱ راس �ک �ری� ش� �رای ب� �اب �خ� �ت� ان� ۲n − ۱
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،fn = (۲n− ۱)fn−۱ �رای��ن �اب� �ن� ب� دارد. وج��ود ج��ورس��ازی ک��ردن �ام��ل ک� ب��رای راه fn−۱ �ع��داد ت�
ت��وج��ه .fn = (۲n− ۱)(۲n− ۳) · · ·۱ ک��ه دی��د م��ی�ت��وان اس��ت��ق��را ب��ه ،f۰ = ۱ چ��ون .n ≥ ۱

ی��م دار ک��ه ک��ن��ی��د

fn = (۲n− ۱)(۲n− ۳) · · ·۱

= [(۲n− ۱)(۲n− ۳) · · ·۱]× (۲n)(۲n− ۲) · · ·۲
(۲n)(۲n− ۲) · · ·۲

=
(۲n)!

۲n(n)(n− ۱) · · ·۱

=
(۲n)!

۲nn!
.

از �ل �ک� �ش� �ت� م� �ای �ی�ه� �ای� n-ت� آن �ای راس�ه� �ه ک� �ت اس� �ی �راف� گ� Qn �ب �ع� �ک� n-م� ٣.۴ ت��م��ری��ن
�م ه� �ا ب� �ه �ف� �ول� م� ی��ک در �ق��ط ف� �ر گ� ا �ا �ه� �ن� ت� و �ر گ� ا �د �ت� �س� ه� �اور �ج� م� Qn راس دو �د. �ن� �ت� �س� ه� ی��ک و �ر �ف� ص�
�ت. اس� �ل �ام� ک� �ازی �ورس� ج� �ک ی� دارای (n ≥ ۲) Qn �ه ک� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� �د. �ن� �اش� ب� �ه �ت� داش� �لاف �ت� اخ�

ش��ده�ان��د.) داده ن��ش��ان ٧.۵ ش��ک��ل در Q۴ ۴-م��ک��ع��ب و Q۳ (۳-م��ک��ع��ب

(Q۴) ۴-م��ک��ع��ب و (Q۳) ۳-م��ک��ع��ب گ��راف .٧.۵ ش��ک��ل



١٧ ط��ائ��ری ب��ی��ژن دک��ت��ر گ��راف) ن��ظ��ری��ه (ک��ت��ابدرس��ی ۵ و ۴ ف��ص��ل ت��م��ری��ن�ه��ای

�ال ی� ،xi ∈ {۰,۱} آن در �ه ک� ،(x۱, x۲, . . . , xn−۱) �ی �ای� n)-ت� − ۱) �ر ه� ازای �ه ب� ح��ل
�ه ب� �م. �ری� �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در را (x۱, x۲, . . . , xn−۱,۱) و (x۱, x۲, . . . , xn−۱, ۰) �ای راس�ه� �ی��ن ب�
(x۱, x۲, . . . , xn−۱) −n)-ت��ای��ی�ه��ای ۱) زی��را �ت��ن��د، ن��ی��س� م��ج��اور ه��م ب��ا ی��ال��ی دو ه��ی��چ وض��وح

ه��س��ت��ن��د. م��ت��م��ای��ز ه��م��گ��ی

�ه ب� �ی: �ای� �م� �ن� (راه� �ت. �س� �ی� ن� �ر �ذی� �ه�پ� �زی� �ج� ۱-ت� �ن �رس� �ت� پ� �راف گ� �ه ک� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� ٣.۵ ت��م��ری��ن
ک��ن��ی��د.) ن��گ��اه گ��راف ۱-ع��ام��ل�ه��ای م��خ��ت��ل��ف ن��وع�ه��ای

�ون چ� �د. �ده�ان� ش� �ص �خ� �ش� م� �ر زی� در �ه ک� �ت، اس� �ل �ام� ک� �ازی �ورس� ج� ۶ دارای �ن �رس� �ت� پ� �راف گ� ح��ل
�ر �ذی� �ه�پ� �زی� �ج� ۱-ت� پ��س �س��ت، �ی� ن� �ا �ازی�ه� �ورس� ج� �ن ای� از �دادی �ع� ت� �ال �زا-ی� �ج� م� �اع �م� �ت� اج� �ن �رس� �ت� پ� �راف گ�

ن��ی��س��ت.

M۱ : (۰,۵), (۶,۸), (۷,۹), (۱,۲), (۳,۴)

M۲ : (۱,۶), (۵,۸), (۷,۹), (۲,۳), (۰,۴)

M۳ : (۲,۷), (۵,۸), (۶,۹), (۳,۴), (۰,۱)

M۴ : (۳,۸), (۵,۷), (۶,۹), (۰,۴), (۱,۲)

M۵ : (۴,۹), (۶,۸), (۵,۷), (۰,۱), (۲,۳)

M۶ : (۰,۵), (۱,۶), (۲,۷), (۳,۸), (۴,۹)

�ای راس�ه� را �ر �گ� دی� �ای راس�ه� و �ی �ارج� خ� �ای راس�ه� را ۴ و ،۳ ،۲ ،۱ ،۰ �ای راس��ه� �ر: �گ� دی� راه
۱۵ دارای (چ��ون آن�گ��اه �ب��اش��د، ن� �ه�پ��ذی��ر ۱-ت��ج��زی� �ت��رس��ن پ� گ��راف گ��ر ا �ی��م. �ن� م��ی�ک� ن��ام��گ��ذاری �ل��ی داخ�
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ه��ر گ��ر ا ب��ن��اب��رای��ن دارن��د. ی��ال پ��ن��ج ک��دام ه��ر ک��ه اس��ت ک��ام��ل ج��ورس��ازی ت��ا س��ه دارای اس��ت) راس
از ی��ک��ی ح��داق��ل آن�گ��اه ش��ون��د،� ان��ت��خ��اب ت��ص��ادف ب��ه گ��راف ع��ض��و پ��ن��ج از م��ت��ش��ک��ل F م��ج��م��وع��ه�ی
F �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ت. اس� F از �ال ی� دو �ل �داق� ح� �ل �ام� ش� �ه ک� �د �اش� ب� �ل �ام� ک� �ازی �ورس� ج� �د �ای� ب� �ا آن�ه�
�د. �ن� �ی�ک� م� �ل وص� آن �ار �ج� م� �ای �ت� �ک� ی� راس را �ی �ارج� خ� راس �ک ی� �ه ک� �د �اش� ب� �ی �ال� ی� �ج �ن� پ� �ه�ی �وع� �م� �ج� م�
f ی��ال و ۵ و ۰ راس دو ب��ی��ن واص��ل e ی��ال ش��ام��ل ک��ه ب��اش��د ک��ام��ل ج��ورس��ازی ،H ک��ن��ی��د ف��رض
�م، �ی� �ن� ک� ح��ذف �رس��ن �ت� پ� �راف گ� از را راس �ار �ه� چ� ای��ن �ر گ� ا �ا ام� �د. �اش� ب� ۶ و ۱ راس دو �ی��ن ب� �ل واص�

ش��ون��د. ج��ور زوج س��ه در ن��م��ی�ت��وان��ن��د ب��اق��ی�م��ان��ده راس ش��ش

دارد. ک��ام��ل ج��ورس��ازی ی��ک ک��ث��ر ح��دا درخ��ت ه��ر ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان ٣.۶ ت��م��ری��ن

�ارن �ق� �ت� م� �ل �اض� �ف� ت� �د. �اش� ب� M۲ و M۱ �ازی �ورس� ج� دو �ا ب� �ت درخ� �ک ی� T �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ح��ل
�ر گ� ا �م. �ری� �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در را G در F = M۱∆M۲ = (M۱ − M۲) ∪ (M۲ − M۱)

�ن��د. م��ی�ده� �ی��ل ت��ش��ک� T در زوج ط��ول ب��ه دوره��ای از �ت��م��اع��ی اج� F ی��ال�ه��ای آن�گ��اه ،M۱ ̸= M۲

.M۱ = M۲ پ��س ن��ی��س��ت دور دارای T چ��ون

�اش��د، ب� �ام��ل ۱-ع� ی��ک دارای �ن��د �ب� �م� ه� �ال ۲-ی� گ��راف ی��ک �ر گ� ا �ه ک� �د �ی� ده� ن��ش��ان ٣.٧∗ ت��م��ری��ن
اس��ت. ۱-ع��ام��ل دو ح��داق��ل دارای آن�گ��اه

�ال ی� ۴ دارای G �ر گ� ا �م. �ی� �ی�ده� م� �ام �ج� ان� G �ای �ال�ه� ی� �داد �ع� ت� روی �را �ق� �ت� اس� �ه ب� را �ات �ب� اث� ح��ل
�ا ب� �ای �راف�ه� گ� �ه�ی �م� ه� �رای ب� �م �ک� ج� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ت. اس� �رار �رق� ب� �وح وض� �ه ب� �م �ک� ح� �اه آن�گ� �د، �اش� ب�
ب��اش��د. F ۱-ع��ام��ل ی��ک و ی��ال k ب��ا ۲-ه��م��ب��ن��د گ��راف ی��ک را G و ب��اش��د درس��ت ی��ال k از ک��م��ت��ر
ف��رض �وان �ی�ت� م� �اه آن�گ� �اش��د، ب� ۲ �ر �راب� ب� آن �ان �ای� پ� �ر ه� �ه�ی درج� �ه ک� �د �اش� ب� e ی��ال ی��ک دارای G �ر گ� ا

ی��رد. ک��ار ب��ه G− e ب��رای را اس��ت��ق��را
�ال ی� �ک ی� �ن�رو ای� از �د. �اش� ب� ۳ �ل �داق� ح� G از �ال ی� �ر ه� �ای �ان�ه� �ای� پ� �ه�ی درج� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �س پ�
�رض ف� �د. �ن� �ت� �س� ه� ۳ �ل �داق� ح� ی �ه درج� از آن �ای �ان�ه� �ای� پ� �ه ک� دارد �ود وج� G − F از e = v۱v۲

.G′ = G− E ک��ن��ی��د
�ه �ک� �ان� �ن� �م�چ� (ه� �ت اس� G′ از �ل �ام� ۱-ع� �ک ی� F �ون چ� �اه آن�گ� �د، �اش� ب� �د �ن� �ب� �م� ۲-ه� �راف گ� G′ �ر گ� ا
۱-ع��ام��ل ت��ا دو ح��داق��ل دارای G′ ک��ه م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه اس��ت��ق��را ف��رض از اس��ت) G از ۱-ع��ام��ل

ه��س��ت��ن��د. ن��ی��ز G ۱-ع��ام��ل�ه��ل��ی ک��ه اس��ت،
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دق��ی��ق��اً G′ − v و دارد وج��ود G′ از v ب��رش��ی راس ی��ک آن�گ��اه ن��ب��اش��د، ۲-ه��م��ب��ن��د گ��راف G′ گ��ر ا
G زی��را ،v۲ ∈ V (G۲) و v۱ ∈ V (G۱) آن در ک��ه اس��ت، G۲ و G۱ �ن��د �ان� م� �ف��ه م��ول� دو دارای

اس��ت. ۲-ه��م��ب��ن��د گ��راف
دارای و �د �ن� �ب� �م� ۲-ه� �راف گ� �ک ی� G۱ = G − G۲ �اه آن�گ� �د، �اش� ب� v۱v �ال ی� �ل �ام� ش� F �ر گ� ا
�ه ب� آن�را �ر گ� ا �ه ک� �ت. اس� �ری �گ� دی� �ل �ام� ۱-ع� دارای �را �ق� �ت� اس� �رض ف� �ق �ب� ط� �س پ� �ت؛ اس� �ل �ام� ۱-ع�
گ��ر ا م��ش��اب��ه ط��ری��ق ب��ه داش��ت. خ��واه��ی��م G از ج��دی��دی ۱-ع��ام��ل ب��گ��ی��ری��م ن��ظ��ر در F ∩G۲ ه��م��راه

ی��م. م��ی�آور دس��ت ب��ه G از ج��دی��دی ۱-ع��ام��ل آن�گ��اه ب��اش��د، v۲v ی��ال ش��ام��ل F

م��ی�ت��وان��ی��م ک��ل��ی��ت از ش��دن ک��م ب��دون ن��ب��اش��ن��د. ب��رق��رار ب��الا ح��ال��ت دو از ه��ی��چ�ک��دام ک��ن��ی��د ف��رض ک��ن��و ا
اس��ت. G۱ در آن دی��گ��ر �ای��ان پ� و v آن �ای��ان پ� ی��ک �ه ک� اس��ت ی��ال ی��ک �ام��ل ش� F ک��ه �م �ی� �ن� ک� ف��رض
�ی��ش پ� از گ��ر (ا v۱v ی��ال اف��زودن �ا ب� G۱ = G−G۲ از آم��ده دس��ت ب��ه گ��راف �H۱ �ی��د �ن� ک� ف��رض
G۲ = G−G۱ از آم��ده دس��ت ب��ه گ��راف �H۲ ک��ن��ی��د ف��رض و ب��اش��د؛ ن��ب��اش��د) آن در ی��ال��ی چ��ن��ی��ن
و ه��س��ت��ن��د، ۲-ه��م��ب��ن��د گ��راف�ه��ای H۲ و H۱ وض��وح ب��ه ب��اش��د. v۱v و v۱v۲ ی��ال�ه��ای اف��زودن ب��ا
ی��ک F۲ = {v۱v} ∪ (H۲ ∩ F ) ح��ال��ی��ک��ه در اس��ت، H۱ از ۱-ع��ام��ل ی��ک F۱ = H۱ ∩ F

،i = ۱,۲ ،Hi از F ′
i �ل�ه��ای �ام� ۱-ع� �را �ق� �ت� اس� ف��رض �ق �ب� ط� �ن�رو ای� از اس��ت. H۲ از �ام��ل ۱-ع�

دارن��د. وج��ود
F از �ز �ای� �م� �ت� م� G از �ام��ل ۱-ع� ی��ک (H۲ ∩ F ) ∪ F ′

۱ �اه آن�گ� �د، �اش� �ب� ن� v۱v �ال ی� �ل �ام� ش� F ′
۱ �ر گ� ا

G از ۱-ع��ام��ل ی��ک (F ′
۲ − {v۱v}) ∪ F ′

۱ آن�گ��اه ب��اش��د، v۱v ی��ال ش��ام��ل F ′
۱ گ��ر ا گ��ر ا اس��ت.

(F ′
۱ ∪ F ′

۲)− {v۱v} آن�گ��اه ن��ده��د، رخ ب��الا �ال��ت ح� دو از �ی��چ�ک��دام ه� گ��ر ا اس��ت. F از �ای��ز �م� �ت� م�
اس��ت. F از م��ت��م��ای��ز و G از ۱-ع��ام��ل ی��ک

اس��ت. ث��اب��ت ح��ک��م پ��س

اس��ت. ت��ج��زی��ه�پ��ذی��ر -۱ ،n ≥ ۲ ،Qn ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان ۴.۴ ت��م��ری��ن

�ه�ی �ی� ق��ض� �ب��ات اث� �ب��ق ط� �رای��ن �اب� �ن� ب� اس��ت. دوب��خ��ش��ی �ت��ظ��م �ن� n-م� گ��راف ی��ک Qn n-م��ک��ع��ب ح��ل
اس��ت. ۱-ت��ج��زی��ه�پ��ذی��ر ،۵.۴.٣

�ی �ارت� دک� �رب �ل�ض� �اص� ح� �ورت ص� �ه ب� Qk �ت. اس� �ر زی� �ورت ص� �ه ب� �ی �رای� �ق� �ت� اس� �ات �ب� اث� �ک ی�
�راف �رگ� زی� دو �ل �ام� ش� Qk �ع واق� (در �ت اس� راس ۲k دارای و �ود �ی�ش� م� �ف �ری� �ع� ت� Qk−۱ ×K۲
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راس�ه��ا ه��س��ت��ن��د). م��ت��ص��ل ه��م ب��ه ی��ال ی��ک ت��وس��ط م��ت��ن��اظ��ر راس�ه��ای و اس��ت Qk−۱ ب��ا ی��ک��ری��خ��ت
و (u, ۰) �رت��ب م� �ای زوج�ه� ،Qk−۱ از u راس �ر ه� ازای �ه ب� �م. �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� ۱ و ۰ �ا ب� را K۲

زوج�ه��ای ت��ع��ری��ف ط��ب��ق م��ج��اورن��د. K۲ در ۱ و ۰ زی��را ه��س��ت��ن��د Qk در م��ج��اور راس دو (u,۱)
آن در ک��ه ب��اش��ن��د، م��ج��اور Qk−۱ در v و u گ��ر ا ن��ت��ه��ا و گ��ر ا ه��س��ت��ن��د م��ج��اور (c, i) و (u, i) م��رت��ب
ق��رار Qk−۱ از ی��ال) ۲k−۱ (ب��ا M ک��ام��ل ج��ورس��ازی ی��ک در e = uv �ن��ی��د ک� ف��رض .i = ۰,۱

و (u, ۰) راس�ه��ای ک��ه e۱ ی��ال دارد: وج��ود Qk در ش��ده ج��ور ی��ال دو e �ن��اظ��ر �ت� م� ب��اش��د. �ه �ت� داش�
ای��ن�رو از �ن��د. م��ی�ک� وص��ل را (v,۱) و (u,۱) راس�ه��ای ک��ه e۲ ی��ال و �ن��د م��ی�ک� وص��ل را (v, ۰)
ب��ن��اب��رای��ن ن��دارن��د. م��ش��ت��رک��ی راس ک��ه اس��ت Qk در ی��ال دو م��ت��ن��اظ��ر Qk−۱ در ش��ده ج��ور ی��ال ه��ر
�ر گ� ا �م. ی� م��ی�آور دس��ت ب��ه Qk از �ام��ل ک� ج��ورس��ازی ی��ک Qk−۱ از �ام��ل ک� ج��ورس��ازی ه��ر ازای �ه ب�
ج��ور ی��ال ع��ن��وان ب��ه را (v,۱) و (v, ۰) راس دو ب��ی��ن م��ت��ص��ل ی��ال Qk−۱ از v راس ه��ر ازای ب��ه

داش��ت. خ��واه��ی��م Qk از ب��ی��ش ک��ام��ل ج��ورس��ازی ی��ک آن�گ��اه ب��گ��ی��ری��م، ن��ظ��ر در ش��ده

زوج �ب��ه�ی م��رت� ب��ا �ن��د �ب� ه��م� k)-ی��ال − ۱) �ت��ظ��م �ن� k-م� گ��راف ی��ک ک��ه �ی��د ده� ن��ش��ان ۶.۴ ت��م��ری��ن
�ه�ی �ج� �ی� �ت� (ن� �د �ی�ده� م� �م �ی� �م� �ع� ت� را �ن �رس� �ت� پ� �ه�ی �ج� �ی� �ت� ن� �ر �ل� �اب� ب� از �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ن (ای� �ت. اس� �ل �ام� ۱-ع� دارای

داد.) ن��ش��ان آن اث��ب��ات از ت��ق��ل��ی��د ب��ا آن�را م��ی�ت��وان و (١١.۴.۵

S و زوج �ه�ی �ب� �رت� م� �ا ب� �د �ن� �ب� �م� ه� �ال k)-ی� − ۱) �م �ظ� �ت� �ن� k-م� �راف گ� ی��ک G �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ح��ل
GS ف��رد �ه�ه��ای �ف� �ول� م� Or ،. . . ،O۲ ،O۱ �ی��د �ن� ک� ف��رض �د. �اش� ب� V از �واه دل��خ� �ه�ی �وع� �م� �رم��ج� زی� ی��ک
S ب��ه را Oi ی��ال ki و ب��اش��د mi ب��راب��ر آن ان��دازه�ی و ni ب��راب��ر Oi م��رت��ب��ه�ی ک��ن��ی��د ف��رض ب��اش��ن��د.

و ki ≥ k − ۱ ص��ورت ای��ن در ک��ن��د. ∑وص��ل
v∈V (Oi)

d(v) = kni = ۲mi + ki (∗)

∑و
v∈S

d(v) = k|S| ≥
r∑

i=۱

ki + ۲|E(S)|. (∗∗)

�ی��ز ن� ki �اه آن�گ� �اش��د، ب� زوج k گ��ر ا �رای��ن �اب� �ن� ب� .ki = kni − ۲mi ک��ه �د م��ی�ده� �ه �ی��ج� �ت� ن� (∗) �ن��ون ک� ا
k �ر گ� ا �ه �اب� �ش� م� �ق �ری� ط� �ه ب� . ki ≥ k �ه ک� �د �ی�ده� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� ki > k − ۱ �ه �ج� �ی� �ت� ن� در و اس��ت؛ زوج
�ا ب� . ki ≥ k �ه ک� �د �ی�ده� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� ki > k − ۱ �دداً �ج� م� و �ت اس� �رد ف� �ز �ی� ن� ki �اه آن�گ� �د، �اش� ب� �رد ف�
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داش��ت خ��واه��ی��م (∗∗) از اس��ت��ف��اده ب��ا و ف��رد م��ول��ف��ه�ی r روی ب��ر ای��ن��ه��ا ک��ردن ج��م��ع�

rk ≤
∑

i = ۱rki ≤
r∑

i=۱

ki + ۲|E(S)| ≤ k|S|.

اس��ت. ۱-ع��ام��ل دارای G ت��وت��ه، ق��ض��ی��ه�ی ط��ب��ق و O(G− S) = r ≤ |S| ب��ن��اب��رای��ن

�راف �رگ� زی� �وان �ن� ع� �ه ب� را K۱,k+۱ �ه ک� زوج �ه�ی �ب� �رت� م� �ا ب� �د �ن� �ب� �م� k-ه� گ��راف G �ر گ� ا ٧.۴ ت��م��ری��ن
اس��ت. ۱-ع��ام��ل دارای G ده��ی��د ن��ش��ان آن�گ��اه ب��اش��د، ن��داش��ت��ه ال��ق��ای��ی

�ل �ام� �ادع� پ� �ک ی� دارای G �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� �ب� ن� �ل �ام� ۱-ع� دارای G �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ح��ل
�رد ف� �ای �ه�ه� �ف� �ول� م� Or ،. . . ،O۲ ،O۱ �د �ی� �ن� ک� و |S| = s �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ت. اس� S �د �ن� �ان� م� �م �م� �ی� �ی�ن� م�

م��ی�ده��ی��م ق��رار ب��اش��ن��د. G− S

S ′
i = {v ∈ S | ب��اش��د م��ج��اور Oi از راس ی��ک ب��ا v}.

ی��ال k ح��داق��ل ای��ن�رو از .|S ′
i| ≥ k ن��ت��ی��ج��ه در و اس��ت از راس��ی ب��رش ی��ک S ′

i ص��ورت ای��ن در
i وق��ت��ی ی��ال�ه��ای��ی، چ��ن��ی��ن ت��ع��داد ه��س��ت��ن��د. م��ج��اور S از م��ت��م��ای��ز راس k ب��ا ک��ه دارن��د وج��ود Oi از
،۵.۴.١٣ �ده�ی �اه� �ش� م� �ق �ب� ط� �دار، �ق� م� �ن ای� و �ت اس� rk �ر �راب� ب� �ل �داق� ح� �د �ن� �ی�ک� م� �ر �ی� �ی� �غ� ت� r �ا ت� ۱ از
�ا ب� �ه ک� دارد �ود وج� S از v راس �ک ی� �ل �داق� ح� �ن�رو ای� از �ت. اس� k(s + ۲) �اوی �س� م� �ا ی� �ر �ت� �زرگ� ب�
�راف �رگ� زی� ی��ک �ز �رک� م� v �ورت ص� �ن ای� در �ا ام� �ت. اس� �اور �ج� م� �ا �ال�ه� ی� �ن� ای� از �ال ی� k + ۱ �داق��ل ح�

اس��ت. ت��ن��اق��ض ی��ک ای��ن و اس��ت، K۱,k+۱ ص��ورت ب��ه ال��ق��ای��ی

دارای G۲ آن�گ��اه ب��اش��د، زوج م��رت��ب��ه�ی ب��ا ه��م��ب��ن��د گ��راف G گ��ر ا ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان ٨.۴ ت��م��ری��ن
اس��ت. ۱-ع��ام��ل

از پ��س ن��دارد. K۱,۳ ب��ا ی��ک��ری��خ��ت زی��رگ��راف ی��ع��ن��ی اس��ت، آزاد پ��ن��ج��ه G۲ م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان ح��ل
�ل��ب �ط� م� �ن ای� �ا ام� �ت. اس� �ل �ام� ۱-ع� دارای G۲ �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� ۵.۴.١۶ �ه�ی �ی� �ض� ق� از �ار �ن�ک� ای�
دارد. ت��ع��ل��ق م��ث��ل��ث ی��ک ب��ه G۲ از ی��ال ه��ر ٣۴ ص��ف��ح��ه�ی از ٧.۵ ت��م��ری��ن ط��ب��ق زی��را اس��ت واض��ح
G �ای راس�ه� �داد �ع� ت� روی �را �ق� �ت� اس� �ه ب� �رد: ک� �ل ح� را �ه �ال� �س� م� �وان �ی�ت� م� �ز �ی� ن� �م �ی� �ق� �ت� �س� م� راه از
�رای ب� �م �ک� ح� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ون �ن� ک� ا �ت. اس� �رار �رق� ب� �م �ک� ح� ،n = ۲ �ر گ� ا �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ت �اب� ث� را �م �ک� ح�
�ق �ب� ط� �ت اس� �د �ن� �ب� �م� ه� G �ون چ� �د. �اش� ب� �رار �رق� ب� G �ه�ی �ب� �رت� م� از �ر �ت� �م� ک� زوج �ه�ی �ب� �رت� م� �ا ب� �ای �راف�ه� گ�
اس��ت. �د �ن� �ب� �م� ه� H = G− {x, y} �ه ک� �د دارن� �ود وج� y و x �اور �ج� م� راس دو �ا �ن�ه� �ری� �م� ت� از �ی �ک� ی�
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�ه�ی �ب� �رت� م� �ا ب� �د �ن� �ب� �م� ه� �راف گ� H �ون چ� �د. �ن� �ت� �س� ه� �اور �ج� م� G۲ در y و x و d(x, y) ≤ ۲ �رای��ن �اب� �ن� ب�
xy ∈ G۲ ی��ال ه��م��راه ب��ه ک��ه اس��ت، ۱-ع��ام��ل دارای G۲ اس��ت��ق��را ف��رض ط��ب��ق پ��س اس��ت، زوج

رس��ی��د. خ��واه��ی��م G۲ از ۱-ع��ام��ل ی��ک ب��ه
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