
گ��روه�ه��ا ن��ظ��ری��ه�ی ۴٢

و ε : K −→ H �ای �ی�ه� �ت� �خ� �ری� �م� ه� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �اش� ب� X روی آزاد �روه گ� G �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (=⇒)

و xα ∈ H �م داری� ،x ∈ X �ر ه� ازای �ه ب� اس��ت. �ا �وش� پ� ε آن در �ه ک� �د، �ن� �اش� ب� �ده ش� داده α : G −→ H

ی��ک��ت��ای ه��م��ری��خ��ت��ی اس��ت، آزاد G چ��ون .kxε = xα ک��ه دارد وج��ود kx ∈ K ع��ض��و اس��ت پ��وش��ا ε چ��ون
آزاد X روی G �ون چ� و xβε = kxε = xα �ن �رای� �اب� �ن� ب� .xβ = kx �ه ک� دارد �ود وج� β : G −→ K

� .βε = αپ��س .gβε = gα داری��م g ∈ G ه��ر ازای ب��ه اس��ت،

�ه �زی� �ج� ت� H روی G �م �ی� �وی� گ� �د. �اش� ب� G �روه گ� از �ال �رم� ن� �روه �رگ� زی� �ک ی� H �د �ی� �ن� ک� �رض ف�
.H ∩K = ۱ و G = KH �ه �وری�ک� ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� G از K �روه �رگ� زی� �اه �رگ� ه� �ود، �ی�ش� م�
�م ی� دار �ی �ت� �خ� �ری� �ک� ی� دوم �ه�ی �ی� �ض� ق� �ق �ب� ط� �ت �ال� ح� �ن ای� در �م. �ی� �ام� ن� G در H �ل �م� �ک� م� را K �روه �رگ� زی�
گ��ر ا اس��ت G در H م��ک��م��ل K زی��رگ��روه ک��ه ک��ن��ی��د ت��وج��ه .G/H = KH/H ∼= K/(H ∩K) ∼= K

.k ∈ K و h ∈ H آن در ک��ه ن��وش��ت hk ی��ک��ت��ای ص��ورت ب��ه ب��ت��وان را G از ع��ض��و ه��ر گ��ر ا ت��ن��ه��ا و

H روی G آن�گ��اه ب��اش��د، آزاد G/H گ��ر ا . ب��اش��د G گ��روه ی��ک زی��رگ��روه H ک��ن��ی��د ف��رض .٣٨.١ ن��ت��ی��ج��ه
.H ∩K = ۱ و G = HK ک��ه دارد وج��ود G از K زی��رگ��روه ی��ع��ن��ی م��ی�ش��ود، ت��ج��زی��ه

را α = id : G/H −→ G/H �ان��ی �م� ه� �ت��ی �خ� �ری� �م� ه� و ε : G −→ G/H �ع��ی �ی� �ب� ط� �ت��ی �ری��خ� �م� ه� �ب��ات. اث�
.βε = id دارد �ود وج� β : G/H −→ G �ی �ت� �خ� �ری� �م� ه� �ت، اس� آزاد G/H �ون چ� �م. �ری� �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در

ک��ه ده��ی��م ن��ش��ان اس��ت ک��اف��ی ker ε = H چ��ون
G = (ker ε)(Imβ) و ker ε ∩ Imβ = ۱.

داری��م βε = id چ��ون آن�گ��اه ،g ∈ G گ��ر ا
(g(g−۱εβ)ε = (gε)(g−۱εβε) = (gε)(g−۱ε) = (gg−۱)ε = ۱ε = ۱

پ��س .g(g−۱εβ) ∈ ker ε ن��ت��ی��ج��ه در و
g = [g(g−۱εβ)](gεβ) ∈ (ker ε)(Imβ)

آن در �ه ک� ،g = g۱Hβ �اه آن�گ� ،g ∈ ker ε ∩ Imβ �ر گ� ا �ون �ن� ک� ا .G = (ker ε)(Imβ) �ن�رو ای� از
�م ی� دار و ۱G/H = gε = (g۱H)βε = g۱H �ه �ج� �ی� �ت� ن� در .gε = ۱G/H �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� و g۱ ∈ G

� اس��ت. ث��اب��ت ح��ک��م و ker ε ∩ Imβ = ۱ رو ای��ن از .g = (g۱H)β = (۱G/H)β = ۱

�ه ب� �د. �اش� ب� σ : X −→ F �ه�ی��ک ی��ک�ب� �ع �اب� ت� �ا ب� X �ه�ی �وع� �م� �ج� م� روی آزاد �روه گ� ی��ک F �د �ی� �ن� ک� �رض ف�
ض��اب��ط��ه�ی ب��ا را fx : X −→ Z۲ ت��اب��ع x ∈ X ه��ر ازای

yfx =

 ۱ x = y

۰ x ̸= y
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