
٣١ آن�ه��ا روی ج��ب��ری اع��م��ال و م��ات��ری��س�ه��ا

اس��ت زی��ر
cr+۱ur+۱ + · · ·+ cnun,

�د �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ث �ح� ب� �ن ای� �د. �ن� �ی�ک� م� �د �ی� �ول� ت� را �اه �گ� �ت� دس� �ای �واب�ه� ج� �ه�ی �م� ه� {ur+۱, . . . , un} �ن��ی �ع� ی�
پ��ارام��ت��ر n− r آن�گ��اه ب��اش��ی��م، داش��ت��ه اخ��ت��ی��ار در م��ج��ه��ول n و م��ع��ادل��ه m ه��م��گ��ن دس��ت��گ��اه ی��ک گ��ر ا ک��ه
r اس��ت. R �ری��س �ات� م� �ر �ف� �اص� ن� �ای �ره� �ط� س� �داد �ع� ت� r آن در �ه ک� دارد، �ود وج� �اه �گ� �ت� دس� �واب ج� در �واه �خ� دل�
�ه��ولات م��ج� ت��ع��داد گ��ر ا �ن��ی ی��ع� ،n > m گ��ر ا �اب��رای��ن �ن� ب� .n−m ≤ n− r < n و اس��ت m �ث��ر ک� ح��دا
غ��ی��رب��دی��ه��ی ج��واب دارای دس��ت��گ��اه و ۰ < n−m < n− r آن�گ��اه ب��اش��د، ب��ی��ش��ت��ر م��ع��ادلات ت��ع��داد از
�ه �ج� �ی� �ت� ن� در و x۱ = x۲ = · · · = xn = ۰ �اه آن�گ� ،r = n �ر گ� ا �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت� �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� �ت. اس�

اس��ت. (۰, ۰, . . . , ۰) ی��ک��ت��ای) (و ب��دی��ه��ی ج��واب دارای م��ع��ادل��ه دس��ت��گ��اه

�س �ری� �ات� م� �ر �ف� �اص� ن� �ای �ره� �ط� س� �داد �ع� ت� �ر �راب� ب� را A ∈ Mm×n(F ) �س �ری� �ات� م� �ری) �ط� (س� �ه�ی �ب� رت�
�م. �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� rank(A) �ا ب� �را آن� و �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ری��ف �ع� ت� A �ا ب� �م�ارز ه� �ی �ان� �ک� �ل� �ری-پ� �ط� س� �ه �ت� �اف� ی� �ل �وی� �ح� ت�
�ه ک� �ت اس� �ی �ای� �ون�ه� �ت� س� �داد �ع� ت� �ر �راب� ب� �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� و �ور �ح� م� �ای �ه�ه� درای� �داد �ع� ت� �ر �راب� ب� A �ه�ی �ب� رت� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت�
�اه �گ� �ت� دس� �اه آن�گ� ،rank(A) < n �ر گ� ا �ل �ب� ق� �ه�ی �ی� �ض� ق� �ق �ب� ط� �د. دارن� �رار ق� �ا آن�ه� در �ور �ح� م� �ای �ه�ه� درای�

اس��ت. ج��واب ب��ی�ن��ه��ای��ت دارای AX = 0 ه��م��گ��ن

ت��م��ری��ن

ک��ن��ی��د. ح��ل را زی��ر م��ع��ادلات دس��ت��گ��اه .١
x۱ + ۲x۲ + x۳ + ۲x۴ = ۰

۲x۱ + ۴x۲ + x۳ + ۳x۴ = ۰

۳x۱ + ۶x۲ + x۳ + ۴x۴ = ۰

(ب)


x+ ۲y + ۳z = ۰

۳x+ ۲y + ۵z = ۰

−۳x+ ۲y − z = ۰

(آ�)


x۱ + ۲x۲ + ۲x۳ + ۳x۴ = ۴

۲x۱ + ۴x۲ + x۳ + ۳x۴ = ۵

۳x۱ + ۶x۲ + x۳ + ۴x۴ = ۷

(ت)


۳x+ ۲y + z + ۵u = ۱

x+ y − ۳z + ۲u = ۲

۶x+ y − ۴z + ۳u = ۷

(پ)


۲x+ y + z = ۴

۴x+ ۲y + z = ۶

۶x+ ۳y + z = −۸

۸x+ ۵y + z = ۱۰

(ج)


۲w + x+ ۳y + z = ۱

۴w + ۴y + ۸z = ۰

w + x+ ۲y + ۳z = ۲

x+ y + z = ۲

(ث)



خ��ط��ی ج��ب��ر و م��ات��ری��س�ه��ا م��ب��ان��ی ٣٢


۲x۱ + ۴x۲ + ۶x۳ = ۲

x۱ + ۲x۲ + ۳x۳ = −۱

x۱ + x۳ = −۳

۲x۱ + ۴x۲ = ۸

(ح)


۳x+ ۲y + z = ۱

۵x+ ۳y + ۳z = ۲

۷x+ ۴y + ۵z = ۳

x+ y − z = ۰

(چ)


x۱ + x۲ + ۲x۳ + ۲x۴ + x۵ = ۱

۲x۱ + ۴x۲ + ۴x۳ + ۴x۴ + ۳x۵ = ۱

۲x۱ + ۲x۲ + ۴x۳ + ۴x۴ + ۲x۵ = ۲

۳x۱ + ۵x۲ + ۸x۳ + ۶x۴ + ۵x۵ = ۳

(خ)

ب��ا اس��ت ب��راب��ر A آن در ک��ه ک��ن��ی��د، ح��ل را AX = 0 دس��ت��گ��اه .٢

۱ ۲ ۳

۲ ۴ ۶

۱ ۱ ۲

−۱ ۳ ۴

۳ ۱ ۲


(ب)


۱ ۲ ۳ ۴

۴ ۱ ۲ ۳

۳ ۴ ۱ ۲

 (آ�)


۱ ۲ ۲ ۳ ۱

۲ ۴ ۴ ۶ ۲

۳ ۶ ۶ ۹ ۶

۱ ۲ ۴ ۵ ۳

 (ت)


۱ ۲ ۱ ۳ ۳

۲ ۴ ۰ ۴ ۴

۱ ۲ ۳ ۵ ۵

۲ ۴ ۰ ۴ ۷

 (پ)

ک��ن��ی��د ح��ل را زی��ر دس��ت��گ��اه .٣


۰ ۰ ۶ ۲ −۴ −۸

۰ ۰ ۳ ۱ −۲ −۴

۲ −۳ ۱ ۴ −۷ ۱

۶ −۹ ۰ ۱۱ −۱۹ ۳





x۱

x۲

x۳

x۴

x۵

x۶


=


۸

۴

۲

۱

 .

ه��س��ت��ن��د ج��واب دارای زی��ر دس��ت��گ��اه�ه��ای b و a م��ق��دار چ��ه ازای ب��ه .۴



٣٣ آن�ه��ا روی ج��ب��ری اع��م��ال و م��ات��ری��س�ه��ا


x− ۲y + ۳z = ۴

۲x− ۳y + az = ۵

۳x− ۴y + ۵z = b

(ب)


۲x+ ۲y + ۳z = a

۴x+ ۸y + ۱۲z = −۴

۶x+ ۲y − bz = ۴

(آ�)

وارون�پ��ذی��ر م��ات��ری��س�ه��ای ۴.١

ک��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود B م��ات��ری��س ه��رگ��اه گ��وی��ی��م، وارون�پ��ذی��ر را n× n م��رب��ع م��ات��ری��س
AB = BA = I.

�ان �ش� ن� A−۱ �ا ب� آن�را �ه ک� �د) �ی� �ن� �ی� �ب� ب� را ١ �ری��ن �م� (ت� اس��ت �ا �ت� �ک� ی� �ود، وج� �ورت ص� در ،B �ری��س �ات� م� �ن �ی� �ن� چ�
م��ات��ری��س م��ث��ال ع��ن��وان ب��ه ب��اش��د، ض��رب��ی وارون دارای n×nم��ات��ری��س ه��ر ک��ه ن��دارد ل��زوم��ی م��ی�ده��ی��م.
ب��خ��ش ای��ن در گ��وی��ی��م. ت��ک��ی��ن) (ی��ا م��ن��ف��رد آن�را ن��ب��اش��د، وارون�پ��ذی��ر Aم��ات��ری��س گ��ر ا ن��دارد. وارون 0
ای��ن ب��رای ک��ن��ی��م. ت��ش��ری��ح وج��ود) ص��ورت (در م��ات��ری��س ی��ک وارون ی��اف��ت��ن ب��رای را روش��ی م��ی�خ��واه��ی��م
را E �ع �رب� م� �س �ری� �ات� م� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ی �رف� �ع� م� را �ی �ات� �دم� �ق� م� �ای �س�ه� �ری� �ات� م� �دا �ت� اب� �ر �گ� دی� �داف اه� و �ور �ظ� �ن� م�
آم��ده دس��ت ب��ه �ان��ی �م� ه� �ری��س �ات� م� روی �ات��ی �ق��دم� م� س��ط��ری �م��ل ع� ی��ک �ام ان��ج� �ا ب� �اه �رگ� ه� �ی��م، �وی� گ� �ات��ی �ق��دم� م�
I �ری��س �ات� م� j و i �ر �ط� س� �ای ج� �ض �وی� �ع� ت� از �ل �اص� ح� �ی �ات� �دم� �ق� م� �س �ری� �ات� م� ،Eij �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �اش� ب�
ب��ه اس��ت. Aم��ات��ری��س j و i س��ط��ر ج��ای ت��ع��وی��ض از ح��اص��ل م��ات��ری��س EijA ص��ورت ای��ن در ب��اش��د،
c �ر �ف� �اص� ن� �ر �ال� �ک� اس� در I iام �ر �ط� س� �رب ض� از �ل �اص� ح� �ی �ات� �دم� �ق� م� �ری��س �ات� م� Ei(c) �ر گ� ا �ورت ص� �ن �ی� �م� ه�
،Eij(c) گ��ر ا ن��ه��ای��ت در اس��ت. c در A iام س��ط��ر ض��رب از ح��اص��ل م��ات��ری��س Ei(c)A آن�گ��اه ب��اش��د،
�اه آن�گ� �د، �اش� ب� I iام �ر �ط� س� �ر �راب� ب� c �ا ب� jام �ر �ط� س� �ع �م� ج� از �ده آم� �ت دس� �ه ب� �ی �ات� �دم� �ق� م� �ری��س �ات� م� ،i ̸= j

�ان �ش� ن� �الا ب� �ث �ح� ب� �ت. اس� A iام �ر �ط� س� �ر �راب� ب� c �ا ب� jام �ر �ط� س� �ع �م� ج� از �ل �اص� ح� �س �ری� �ات� م� Eij(c)A

ی��م دار و ه��س��ت��ن��د وارون�پ��ذی��ر م��ق��دم��ات��ی م��ات��ری��س�ه��ای ک��ه م��ی�ده��د
E−۱

ij = Eij , Ei(c)
−۱ = Ei(c

−۱), Eij(c)
−۱ = Eij(−c).

ک��ن��ی��د ف��رض م��ث��ال ع��ن��وان ب��ه

A =


a۱ a۲ a۳

b۱ b۲ b۳

c۱ c۲ c۳

d۱ d۲ d۳

 .
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